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摘要：

本文介绍了新研发的旋转热对流数值模式和旋转热对流涡旋结构的一个解

析模型。在数值模式方面，将有限体积法引入了 MAC 网格下的涡度-速度法，在

差分方程占据等量格点数的前提下具有高于有限差分法的精度。在矢量泊松方程

求解方面，针对 MAC 网格引入多重网格法，给出了对应的粗网格嵌套方案和保证

散度守恒性的限定算子和延拓算子，在等距网格试验时能加速到 50 余倍，非等

距网格时经调整可加速到 4倍多。模式的热流量方程经过了刚体平流测试，其余

动力模块通过了方腔流测试。进行了一次旋转热对流测试，模式能模拟出对流爆

发和涡旋相互作用等过程。为了适应湍流模拟需要，我采用了直接对计算区域分

块进行分布式存储和分布式计算的 MPI 并行方法，在 80 个 CPU 时最多可加速 24

倍。在涡旋结构研究方面，作者从垂直涡度方程出发，利用相对涡度随高度线性

变化的实测特点和涡核区涡度、散度均匀的假设导出了关于垂直速度满足的常微

分方程。方程的解较好地刻画了流体中部垂直速度随高度基本均匀的特点。最后，

作者考察了经典 Ekman 抽吸理论在旋转热对流中的适用性，将实测涡度代入求得

的垂直速度仅为实测值的 40%，可能是未考虑斜压性所致。

关键词：旋转热对流；涡度-速度法；并行计算；涡旋建模
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ABSTRACT：

This paper introduces a new parallel CFD model and an analytical model for rotating
turbulent convection. As for the CFD, finite-volume method has been preliminarily
introduced to vorticity-velocity formulation on MAC grid, and has enhanced the same
accuracy compared to an equally computationally-efficient finite-difference approach.
A multigrid method is introduced to the vector Poisson equations on MAC grid, and
divergence free difference operators are presented. The scheme could accelerate the
Poisson equations solver for 50 times with uniform grid, and 4 times with nonuniform
grid after adjustment. The thermal flux equation has undergone rigid body advection
test, and the dynamic module has gone through cavity driven flow test. A rotating
turbulent convection test is complete, indicating the model’s relatively good
performance on simulating convection initiation and vortex merge processes. In order
to be capable of DNS, a distributed storage & distributed computation strategy is
adopted, with 80 CPUs’ speed reaching 24 times than sequential computation. As for
vortex structure research, a simplified vertical vorticity equation is derived with the
assumption that divergence and vorticity is uniform in vortex core region, and an
ODE for w is obtained. The analytical solution depicts the relativly uniform w profile
in the medium of the tank well. In the end, the feasibility of introducing Ekman
pumping theroy into the rotating turbulent convection boundary layer is discussed.
The w derived from the theroy underestimates the measured result by 60%., which is
preliminarily attributed to the ommitance of baroclinic effect.

KEY WORDS: rotating turbulent convection; vorticity-velocity formulaiton;
parallel computation; vortex model
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1 绪论

1.1 选题背景和研究意义

旋转流体中的湍流热对流是地球物理流体乃至恒星大气中重要的流体运动

形式，它的发生发展决定着内能向动能的转化率和传热能力，并协调着流场和温

度场。所谓“旋转流体”，可理解为约束流体的各种热力动力边界条件都在同步

旋转，以致问题可以转化为流体在科氏力和离心力场中的运动。我们研究的问题

中重力远大于离心力，因此只讨论科氏力的作用。从动量的观点来看，科氏力不

做功而只使运动物体偏转；从涡度和散度的观点来看，旋转流体的牵连涡度将二

者联系起来，正涡度区必有水平辐合，负涡度区必有水平辐散，任何非地转运动

都要有向地转运动适应的趋势。当运动是由热力驱动的自由对流时，热泡则会扭

曲成螺旋状。

Julien等总结指出（1996）对太阳而言，其内部不断产生的热量造就了一个

占据太阳外层厚达半径 25%深度的对流区，这种深对流必须要考虑可压缩性和太

阳球面特性；对于像木星、土星这样的大行星，它们旋转更快而内热产生率远低

于太阳，具有像地球上西风急流一样的 Zonal Jet；海洋中的对流可由冷源驱动

（Marshall等，1999），而有限的海深导致它较前两者而言都浅得多，对流由大

气状况导致的海表面冷却的时空非均匀特性驱动。这三种现象的各自决定因素还

包括太阳流体所受的电磁力、海水中的盐度等。结合 Boubnov等人的工作（1996），

我们将其共性归纳为一组外参数和一组内参数：

控制这种热对流的外参数有：流体上下表面的温差、流体厚度H ，地转角

速度，重力加速度 g；内参数有流体运动学粘性系数 ，热扩散系数K，热膨

胀系数 。在有侧边界时，还要考虑宽高比 = /D H ，D为容器水平宽度。

我们将其组合为 4个控制参数：

3 /Ra g TH K   ，Pr /  ， 242 /4 HTa  , /D H 

Ra（瑞利数）是无量纲化温差，刻画热流驱动湍流流动的强度；Pr（普朗
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特数）是流体本身的属性，反映了动量扩散和热扩散的相对大小；Ta（泰勒数）

即“旋转雷诺数”，表征偏向力和粘性力的强弱。

系统的 2个响应参数（周全等，2002）为纳赛尔数 /Nu JH T  和雷诺数

Re /uH  。前者是对流传热与热传导功率之比，表征对流传热的效率，后者表

征湍流强度。

1.2 国内外研究进展

热对流研究可从宏观传热性质和微观涡旋结构两方面入手。我们首先介绍人

们对旋转和加热的基本作用的认识，然后介绍涡旋生成中边界层的作用以及前人

对涡旋结构模型的探索。

1.2.1旋转和加热的作用

Benard（1990）在底部均匀加热，上部均匀冷却的流体在涨落的作用下失稳

生成规则排列的六角形对流胞，发现了热对流固有的自组织特性。这种简单外强

迫下产生的复杂对流引起了各学科的关注。

图 1-1a： Benard对流胞 图 1-1b： 泰勒柱
（http://jakubeit.net/convection-in-fluids）

Taylor（1923）也在 20 世纪初研究了平台旋转对流体运动的影响，发现当

转速足够快时，流体高低层的运动趋于同步，垂直运动被强烈抑制。这一现象被

称为“泰勒柱”，如图 1-1b（周昂等拍摄于学生创新实验室）。Taylor 推测：旋

转使流动二维化。

http://jakubeit.net/convection-in-fluids
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Nakagawa 等（1955）组合了两种情况，在旋转平台上研究了上表面冷却引

发的热对流。他发现热对流的发生的确比无旋转时需要更大的温差，验证了

Taylor 的猜想。在逆时针旋转的参考系中，他还发现上升流所在区域总是低层

呈逆时针旋转，高层顺时针旋转，这意味着流体微团的角动量守恒。这一螺旋流

场和大气中的气旋和台风有一定相似性。

Boubnov 等人（1986）通过分析照片发现涡旋的水平尺度仅由平台旋转速度

决定.他们于 1990 年（Boubnov 等，1990）发现旋转和加热的相对强弱决定了流

场的状态。随着加热变强，流体经历了从静止、有序对流、地转湍流到完全湍流

的演变，旋转使涡旋趋于有序，加热使涡旋趋于无序。

图 1-2：Boubnov总结的旋转热对流参数分区

当 Ta足够大时（平台旋转足够快），流体会直接由静态热传导状态转变到地

转湍流，略过有序对流状态。这时，从静止到对流的判据由 Kupper-Lortz不稳定

给出（Kuppers等，），代替了无旋转和弱旋转时的 Raileigh-Taylor不稳定。这很

像热力学相图中液-汽相变曲线和固-液相变曲线重合的情形。
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1.2.2边界摩擦的作用

Stevens 等人（2009）证实了旋转热对流中存在 Ekman 抽吸，并显著影响着

传热。若平台从静止开始增大旋转速度，传热效率会随 Ekman 抽吸的增强而先增

大，直到进入到地转湍流的某一转速后由于垂直速度扰动被旋转所抑制，传热开

始下降。Ekman 抽吸发生时，辐合的微团在角动量守恒约束下产生一定正涡度，

同时上升运动伴随的涡管拉伸使垂直涡度进一步增大，反过来又会增强边界层内

的抽吸。这一结果被认为有潜在工业价值。

Julien 等人（1996）利用 DNS 结果在地转湍流参数区间内建立了热力 Ekman

层理论，即温度扰动引发的边界层运动。他发现与经典理论不同的是气旋性的上

升运动区中心是一个反气旋式的下沉气流区（很遗憾我们在实验中并未观察到）。

作者还通过有无边界摩擦的对比实验发现无滑脱边界的摩擦导致了 Ekman 抽吸

并促进了辐合，使涡旋更局地化。我的理解是，如果没有边界摩擦，入流微团的

角速度会越来越大，导致离心力和压力梯度力在径向上平衡从而抑制径向辐合运

动，仿佛台风眼的形成机理。

Kunnen 等人（2010）对比了边界层内外的涡旋统计特征。他们应用了双目

视觉原理的 SPIV 技术，可反演一个薄层内的三维流动。他们用单层测量数据验

证了数值模拟结果的可靠性，然后由整个三维流场数值模拟结果进行统计发现在

远离上下边界的区域内涡旋半径和数密度基本与无量纲旋转速度（Ta 数）无关。

这说明边界层内外流场性质有很大差异。

1.2.3宽高比的影响

Stevens 等（2011）用 DNS 研究了宽高比对对流的影响，发现 Ro 足够小（旋

转足够快）时宽高比对 Nu（传热能力）和各种涡旋统计量几乎没有影响。这是

因为流体传热性质强烈依赖于流动结构，而强旋转约束使涡旋局地化，涡管近乎

直立，流动边界影响较小。，下图给出了 81091.2 Ra ， 38.4Pr  情形下给定 3

组不同的宽高比，Nu 随 Ro 的变化情况，我们发现 1Ro 后宽高比影响不大了。
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这一结果还表明，将周期边界条件的数值模式用于研究旋转热对流传热性质是可

靠的。我认为，这还意味着在流体实验中，如果平台旋转足够快，水槽的宽高比

不必太大即可大幅削弱边界的影响。

图 1-3：Stevens的数值试验结果：在 Ro较大时宽高比对传热影响不大

1.2.4涡旋生成机理及模型

Veronis（1959）在边界无粘条件下用小扰动方法简化方程组，给出了卷状、

长方形和六角形三种特解。其中长方形和六角形的解中涡旋都具有低层气旋式辐

合、高层反气旋式辐散的特征，流体关于中层上下呈反对称，很像大气中气旋和

反气旋组成的流场。涡旋垂直速度呈现边界附近小、中层最大的余弦函数。不过，

他并未给出这一解适用于哪个参数区间。
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图 1-4：Veronis的六角形涡旋模型：左图为俯视，右图为立体图

Vorobieff 等人（1998，2002）最早将 PIV 技术应用于旋转热对流研究，定

量地分析了边界粘性控制下的涡旋结构。他们利用单层二维速度场，发现在旋转

较慢时测量出的涡旋与流体力学中的精确解 Sullivan 涡十分相似：下沉区处在

上升区之间的环状狭缝中，这意味着上升流和下沉流并非 Veronis 所预言的上下

反对称。他们又考察了涡度的偏度，发现平台无旋转时流体内偏度为 0，随着旋

转提速，上边界附近正涡度明显占优，至Ro为 0.19 时偏度开始下降，且正涡度

都集中在边界附近。他们认为平台转速合适时边界摩擦作用下的辐合流（即

Ekman 抽吸）会带来正涡度涡旋，待微团进入流体内部后在湍流混合之下涡度迅

速减小。当旋转较强时，作者认为流体进入了“气旋和反气旋平衡的状态”，因

而偏度又恢复到接近于 0，解释比较模糊。我认为，反气旋可能是上升流（下沉

流）触及顶板（底板）后涡管收缩，类似 Ekman 抽吸的逆过程；当旋转将涡旋尺

度限制在较小范围内后，涡管趋于直立，流体内部运动也必然由垂直运动主导，

上升流在离开边界时生成气旋后会在正上方形成反气旋，形成一对螺旋涡。它和

Veronis 的涡形态相似，但涡度可能更会向上下边界集中。另外，从实验视频上

看，也不排除在几个气旋之间会因水平摩擦作用生成反气旋。

1.3 论文研究思路

本人首先明确了旋转热对流背后的自然现象，选定用湍流直接模拟的方法进

行研究。在众多方法中经过比较，选泽涡量速度法。随后对这一方法进行了研究，
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（1）用有限体积思路推导了控制方程组，着重改进了扭转项处理；

（2）明确指明了确保非等距网格下 Cauchy-Riemann关系的差分格式。

（3）将多重网格法引入涡量-速度矢量泊松方程的计算，提高了计算效率。

（4）为满足 DNS巨大的计算量和内存需要，设计并实现了该模式的 MPI

并行架构。

随后，本人尝试建立了一个刻画旋转热对流涡旋垂直速度廓线简化解析，并

对控制涡旋结构的动力因素进行了讨论。
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2 模式基本框架

我们希望能做出一个能再现实验环境的数值模式。由于工作流体时水，

1.7Pr  。一般 Ra越大，湍流越强，所需的分辨率就越高。Ta越大，湍流一般

越弱，因而我们在给定模式技术指标时考虑 0Ta 这一极端情况。一般实验中Ra

能达到 810 ，根据 Boubnov（1996）总结的旋转热对流分区，当平台不旋转时，

流体处于 thermal turbulence状态，必须考虑湍流。为此，我们首先介绍选择湍

流直接模拟（DNS）的判断依据，之后按 DNS的要求来设定选择模式的算法，并

介绍我引入的一些新方法。在完成基本介绍后，讲述我在提高模式性能方面做的

改进，最后给出模式的性能检验。

2.1 选择湍流直接模拟的理由及其技术要求

湍流的尺度谱很宽，对其完全分辨需要很高分辨率。为此，几十年来人们在

模式分辨率有限的条件下设计了各种间接表征湍流的方法。随着计算机性能的提

高，90年代兴起了湍流直接模拟技术，它的控制方程组就是完整的 N-S方程，

力求模拟湍流所有细节。下表简要总结了 Versteeg等人（2010）介绍的湍流计算

方法：
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表 2-1：几种湍流模拟方法的比较

计算方法 基本原理 计算量

和存储

需求

方程复

杂度

应用状况

雷 诺 平 均

N-S方程

采用湍流平均运动方程计

算，用 k 等湍流模型处

理雷诺应力项。

中 高 在工业上有 30 余

年应用历史

大涡模拟 在粗网格运动方程基础

上，建立次网格湍流模型

（类似参数化）来表征湍

流

较大 高 在边界层气象学中

应用广泛，在工业

上复杂边值的处理

仍有困难

湍流直接模

拟

直接用 N-S 方程计算湍流

的所有脉动，格距应小于

Kolmogorov长度尺度

大 中 计算量太大，在工

业上尚无法应用

考虑到我们研究的问题空间尺度在 m110 ，时间尺度在 s310 以内，一般高性

能计算系统可以满足水槽热对流湍流直接模拟（DNS）的需要。其次，由于我们

研究的似乎湍流结构这类基础问题，应尽量直接分辨湍流精细结构。最后，DNS

的原理相对简单，物理过程完整，水槽模拟只需固壁边界或周期边界，仅并行计

算编程有一定难度，适合本科生科研训练。

下面分别介绍 DNS的分辨率要求以及 DNS算法的设计原则。

2.2 旋转热对流数值模拟的空间分辨率要求

湍流直接模拟要求计算格距充分小，以清晰分辨湍流并正确刻画其能谱

（Moin等，1998）。一般要求格距小于 Kolmogorov长度（Versteeg等，2010），

其定义为 N-S方程中惯性力项和粘性项平衡时的长度尺度（Shishikina等，2010）。
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取速度尺度为：

3/1)(~ ru ur  (2.2.1)

其中 ),( txu
 为局地动能耗散率：

 








i j i

j

j

i
u x

txu
x

txutx 2)
),(),((

2
),(

 
(2.2.2)

惯性力项尺度
r
ur
2

~ ，粘性项尺度 2~
r
ur
，可得局地 Kolmogorov长度：

4/13 )),(/(),( txtx uK
   (2.2.3)

湍流热对流在边界附近存在 thermal boundary layer 和 kinetic boundary layer,

Stevenes等人（2010）用 Prandtl-Blasius层流边界层理论给出了这两个边界层内

湍流动能耗散率的下限，并导出了与此对应的边界层附近 K 上限。由于边界层 K

小于水槽中部，故模式在边界附近网格需要加密（Shishikina等，2010），加密程

度取决于边界层内湍流强度和边界层高度。他还给出了 Raileigh-Benard系统的 K

随 Pr和 Ra的变化的定量关系，在 0.7Pr  （近于纯水）的条件下给出 kinetic

boundary layer和 thermal boundary layer 内分别所需的最少格点数 BLvN  和 thBLN ：

K

N



 ，














13.0

18.0

58.0

54.0

RaN
RaN

BLth

BLv

(2.2.4)

其中为边界层高度，比较难确定。在有旋转时，Stevens（2010）指出 kinetic

boundary layer会变薄。因此，旋转热对流模拟的边界网格加密程度还需靠经验

判断。

2.3 湍流直接模拟算法的设计原则

模式的设计原则是在保证模式稳定性、守恒性、迁移性的前提下搭建一个模

块化的框架，便于未来更复杂的方程求解器的嵌入，同时考虑便于搭建MPI并

行架构。首先，我们介绍表征差分方程和微分方程关系的几种性质，再比较有限

差分法和有限体积法两种离散方法，最后从分辨率要求出发确定算法的基本要
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求。具体编程思路会在下一章同并行计算一同介绍。

2.3.1差分方程的物理性质与数学性质

从数学上看，数值模拟的基本思路是通过用线性代数方法求解微分方程组离

散出的差分方程。同一微分方程可以对应许多种差分格式，我们的核心目标是让

数值解逼近精确解，即差分方程解能收敛于微分方程的解。Lax等价定理条件十

分苛刻，差分方程的稳定性和相容性往往只是收敛性的必要条件（陶文铨，2011）。

由于本模式控制方程组的相容性较容易满足，我们仅介绍数学性质中的稳定性。

对于计算流体力学问题，我们更关注差分方程的物理性质，比较重要的有守恒性

和迁移性。

（1）（初值）稳定性

如果某一步施加的任何误差在计算过程中都不会被放大，则差分格式是稳定

的[]。对于线性初值问题（比如线性平流方程），当边值不引入误差时，可采用

Von Neumann方法（陶文铨，2011）通过计算增幅因子来分析初值上的误差是否

会放大，即初值稳定性。误差的传递满足什么规律？设差分方程的时间的一步推

进可写为：

fvAv nn 


1 (2.3.1)

如把 n步格点值认为是初值，我们给初值引入误差 n

，则方程变为：

fvAv nnnn   )(11  
(2.3.2)

nn A  1

这说明稳定性与变换矩阵 A的性质关系密切，与 f 关系不大。这还说明误差

的传递规律与差分方程解的演化规律是相近的，可以把误差作为差分方程初值来

研究误差增长问题。

我们把误差通过 Fourier变换表示成一团波的线性叠加：

 
n

xik
necxf )( (2.3.3)
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同时，定义增幅因子来表征误差的增长与否：

||/|| 1 nn ffB  (2.3.4)

由此可知，B只是 k、 t 、 x 的函数。对于平流方程，往往可将时间和空

间步长组合为 CFL数 xtc  / 。在特定 CFL数下，如果任意 k对应的 B均小于等

于 1，则称差分格式为 Absolute stability（Lauritezen等，2011）。

Von Neumann方法仅适用于线性初值问题，对更复杂的情形仅具有参考价

值。一般而言，显式格式的稳定性要求 CFL数小于 1，即最大时间步长受到空间

步长的限制。这种分析方法还可拓展到椭圆型方程边值问题的迭代法中，用松弛

系数代替时间步长 x ，可同理分析，后文会提到。

（2）守恒性

如果原微分方程解在有限区域内的积分性质能转化为该区域内差分方程数

值解的求和性质，则该差分格式是守恒的（陶文铨，2011）。积分范围可以是全

场，比如正压原始方程模式中的全球总能量守恒；也可以是局部，如速度无辐散。

研究对象除完整方程组的解外，还可以是简化方程的解，如平流过程中动量的全

场积分守恒、涡度方程扭转项的全场积分守恒。

守恒型的差分格式以通量代替平流，它由积分形式的微分方程离散得到，有

良好的积分性质，因而常能保证守恒性的，当时空步长足够小时与非守恒型的方

程在数学上是等价的。用通量代替物理量本身的另一优点是当物理量空间上出现

间断而通量连续时（比如飞行器气动问题中的激波模拟（Anderson，2010），大

气中的锋面），解方程时不会出现短波。

（3）迁移性

在平流-扩散方程中，如果平流项差分格式可以使扰动仅向流动的下游传播，

则称这一格式具有迁移性（陶文铨，2011）。反之，如果下游扰动向上游传播，

则会形成振荡解。一阶迎风格式具有迁移性，中央差分格式不具有迁移性，后者

会产生寄生波。我以一维平流方程为例说明空间中央差产生的寄生波：在空间范

围[0,1]内，周期边界条件，以速度 5平流一个方波初始场，以时间步长 410 前差

积分 100步后发现不连续点的上游出现了振荡。对这种寄生波的另一种解读为空
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间中央差固有的相速误差-相速变得和波数有关，而方波的频谱又很宽。

图 2-1a：初始方波场 图 2-1b：积分 100步后

一般平流项采用带有高阶插值函数的 semi-Lagrangian方法或高阶迎风格式

可以在较好保证迁移性的同时取得较高计算精度。涡度-速度法中涡度方程和热

流量方程的平流项需注意迁移性。

2.3.2有限差分法和有限体积法

有限差分法（finite-difference，简称 FD）指用差分来表示微分方程中的各阶

导数的方法，具体做法包括 Taylor展开或多项式拟合（陶文铨，2011），是最经

典的 PDE离散方法。

有限体积法（finite-volume，简称 FV）指将守恒型控制方程在任意有限体积

（常选为格点支撑的最小方体）内对时间和空间做重积分后，用格点值近似表示

面的通量值进行计算的方法（陶文铨，2011）。在操作上，首先要用临近格点值

构造小体元界面上该物理量函数值的插值方法，这种插值方法相当于构造物理量

的局部分布曲线，称为型线。其次是选择计算插值函数（型线）在界面上的数值

积分方法。最后整理成线性方程组后，仍然是一个格点对应一个系数，其解法和

FD的类似。常用的型线有阶梯式分布（左图）和分段线性分布（右图）。前者在

3D问题中直接用格点值代表整个面上的值，通量计算和面积分的运算次序可交

换，用得较多；后者在 3D时至少需 2个格点来构造型线，且积分和通量运算次

序不可交换，考虑了相邻格点的联系。另外，不同项计算时可以选择不同的型线



14

而不必一致（陶文铨，2011）。

图 2-2a：阶梯式分布 图 2-2b：分段线性分布

重绘自陶文铨（2011）

FD法的优点是便于分析各项乃至方程的截差等级这一数学性质以及它带来

的物理性质-假扩散（采用二阶以下截差的公式计算一阶导数时，由于和原微分

方程相比多了一个二阶导数项而导致的人为耗散作用），缺点是在非等距网格下

守恒性难以保证；FV法的优点是物理意义清晰，非等距网格下守恒性容易保证，

缺点是截差较难分析。目前，FV法在工程计算（Versteeg等，2010）和地球流

体模拟中受到较多青睐，如中科院大气所的 FAMIL模式的动力框架（Zhou等，

2012）。

2.3.3高分辨率模拟的计算要求

不同分辨率的模式往往选择不同的时间积分方案。本节要回答模式选择用显

式、隐式还是其他格式？

DNS要求时空分辨率都很高以分辨瞬变而微小的湍涡，这意味着较小的时

间步长和空间格距。在时间步长方面，显式格式一般需满足 CFL数<1的要求；

隐式格式可以做到大步长积分，但往往对各种波长的波都有衰减作用。[]在权衡

计算稳定性和有限网格误差后认为，显式格式是 DNS的主要备选项，但对于因

边界复杂需要网格在某些位置额外加密的情形（如Moin等，1998），几乎只能

用隐式格式来提高计算效率（同时抑制一些在物理上不太感兴趣的短波）。
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水槽热对流模拟的边界条件一般为长方体固壁边界，或在理想模拟中采用周

期边界，边值比较简单，因此选择 DNS是经济而高效的选择。

2.3.4 不可压 Boussineq流体 N-S方程的涡量-速度形式

在流体的密度主要依赖于温度而非压强的情形下，流体的状态方程可写为：

)1(0 T  (2.3.3)

其中 为流体的热膨胀系数。利用这一近似，我们将不可压流体的 N-S方程

改写为

TTV
t
T

kgTpVV
t
V

V

2

0

''1)(

0





















(2.3.4)

第一式为不可压连续方程，第二式为动量方程，第三式为热流量方程。动量

方程中浮力由扰动温度给出， 0),,(),,(' TzyxTzyxT  为扰动温度， 0T 为参考温

度， 'p 为扰动压强。 为热膨胀系数，g为重力加速度，为热扩散系数， 0 为

参考密度。5个方程中共有u , v ,w , 'p ,T共 5个未知量-3个运动学量、2个热力

学量。流体运动归结为速度场、扰动压强场和温度场的相互作用。Boussinesq近

似实际上将压强分解为与动力有关的扰动压强 'p 和与浮力有关的两部分，前者贡

献的压力梯度力成为有势力，和正压均质流体中压强扮演的协调运动的角色很

像；后者成为驱动运动的源头-浮力。既然扰动压强只是运动的媒介，能否将其

消去呢？

如果对动量方程取旋度，可将扰动压力梯度力消掉，只剩运动学量和温度，

但现在出现了三个涡度分量。速度和涡度的联系有积分和微分形式两种：

积分形式有 Biot-Savart定律（童秉刚等，2009）：

''
4
1 dV

R
RV 




 


， 'rrR 
 (2.3.5)
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微分形式有矢量分析公式[]，计算时需要涡度和速度的边值：




 )()(2 VVV (2.3.6)

两种方法都需要遍历所有格点。前者需要对全场求积分，如 Jc等（1999）

的工作；后者对应三分量的矢量泊松方程，也需要全场信息来求解，但[]指出由

于许多高效泊松方程求解器的出现，其速度一般会快些，因而也是大多数研究者

的选择（Liu，2001）。现在我们给出涡量-速度法的控制方程组：
























V

TTV
t
T

Tkufku
t

2

2

2 )()(

(2.3.7)

这一方法的特点是：

（1）略去了扰动压强变量，免除了压强边值设定的麻烦；方程组直接展现

了温度场和速度场的相互作用。

（2）涡度输运方程和涡度-速度矢量泊松方程需要涡度边界条件。Lo等人

（2005）指出涡度边值需要由速度边值间接地给出，即：

bb V
  (2.3.8)

（3）速度和涡度的无辐散条件必须在计算过程中得到保证，这需要变量在

网格上有特定的排布特点以及特定的算法，后面会介绍。

（4）Speziale等人（1987）指出，这一方法的突出优点是处理非惯性参考

系中的问题比较方便：可以将非惯性系带来的科氏力（但不包括离心力）和加速

度隐含在涡量初边值中，不过他并未给出细节。我的理解是，可以将方程组直接

写在惯性系中，直接向前积分绝对涡度 a

，通过矢量泊松方程得到惯性系速度

aV

，随后用变换公式求出非惯性系中的速度和相对涡度：

rVV ra


  ， ra    (2.3.9)

式中 r

为牵连涡度。实际上在数值天气预报中（Lauritzen等，2011），动量
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方程中的科氏力计算带来的误差会在运动尺度大于 Rossby变形半径时显著影响

惯性重力外波的频散关系。大气、海洋和恒星大气都是旋转球面上的运动，目前

尚未见到涡量-速度法在这些领域应用的报道，以后可以尝试。

2.4 涡量-速度方程组的守恒特性及非等距网格下守恒差分格式的

构造

方程组最重要的守恒关系为涡度、速度的无辐散条件及其相互关系。其次，

对于涡度方程还有涡度平流项的一次守恒、扭转项的一次守恒；对于热流量方程，

还有温度平流过程的一次守恒。由于旋转热对流模拟要求边界网格加密，增加了

网格不等距这一问题。现分别介绍其细节和对应的守恒差分格式，最后总结其相

互联系。热流量方程由于相对独立，将不在本节介绍。

2.4.1满足 Caucy-Riemann关系的矢量泊松方程差分格式

涡量-速度方程组中不显式地含有不可压条件以及“涡度时速度的旋度”

这一事实，我们需要在泊松方程求解时同时满足 Cauchy-Riemann关系（以下简

称 C-R关系）（Huang等，1997）：









V
V






0

(2.4.1)

若采用非跳点网格，这一关系是无法直接满足的，Daube（1992）曾使用

influence matrix方法来进行散度订正，比较麻烦。但若使用跳点网格，由于其差

分格式与微分下的 C-R关系是相容的，在确保边界处“涡度为速度的旋度”的

条件下可以自动满足这一关系。这里“自动”是指无论方程具体求解过程如何，

只要最终满足离散的泊松方程，就能满足 C-R关系。

Huang（1997）对比了两种跳点网格，发现MAC网格（很像气象中的 Arakawa

C网格向三维的推广）能在不附加额外条件的情况下满足 C-R关系，其变量分布

如下图：
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图 2-3a：MAC网格变量分布立体图 图 2-3b：二维MAC网格

他还以二维情形为例，证明了只要边界涡度正确地由速度给定，泊松方程的

解自动满足 C-R关系。对于三维情形，（Liu，2005）还指出需要涡度保持无辐散。

我在此基础上，推导出了非等距网格下确保 C-R关系的差分格式。

首先，我们以二维网格为例给出差分算子的定义：
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u

这套算子有三个特点：

（1）二阶非混合导的离散严格遵循了它由两次一阶导数运算构成。如果从

Taylor展开来看，这个求二阶导的三点公式的误差为 )),(max( 1 ii xxO ，并非三

个点所能组合出的最高阶截差，但那种高阶截差的二阶导公式不能视为两次一阶

导，导致 C-R关系最终无法确保。

（2）二阶混合偏导的离散满足“对易性”，即先对 x求后对 y求与先对 y

求后对 x求结果是一样的。

（3）该算子实际上对应着积分形式的矢量泊松方程（利用 Gauss 定理得
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到）：
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(2.4.3)

其中 u ， v ， w 分别是以u , v ,w为中心的小方体的边界，小方体各条棱都

在已有网格线上。这与 Pascazio等人（1996）在二维下导出的有限体积涡量-速

度方程组有相似之处。

命题：使用这套差分算子，在 0  和 bb V
  成立的条件下，矢量泊

松方程的数值解满足 0 V


。

证明：

矢量泊松方程的数值解满足：
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(2.4.4)

利用算子性质，可化为：
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(2.4.5)

定义 kji
y

kji
x

kjiz y
u

x
v

,,,,,, )()(~








 为差分得到的“虚拟涡度”，
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为差分得到的“虚拟散度”，上式可简写为：
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(2.4.6)

我们的目标是证明 0~ D ，现在继续对上式求混合偏导，可得 3组方程，现

以其中一组为例说明后续步骤：
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(2.4.7)

两式相减得：
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(2.4.8)

利用涡度无辐散条件：
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(2.4.9)

上式可改写为一个 Laplace方程：
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(2.4.10)

涡度其他两个分量对应的 Laplace方程可同理得到，出现一个以  
~ 为自

变量的相互不耦合的矢量泊松方程：
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zyx
zyx

(2.4.11)

由于边界处速度的旋度等于涡度，故边界处 0~  bb  
。在这种边值下矢量
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Laplace方程只有平凡解（系数矩阵满秩的代数方程组在右端向量为零向量时仅

有零解），因此在流体内部有：

0~  

constD ~ (2.4.12)

这意味着作为泊松方程源项引入的涡度与速度的旋度相等，C-R关系的第二

式满足

在流体边界全部为固壁的情况下，流体没有净流入流出，

0 
VS

dVVndV


(2.4.13)

对应离散形式为：

0~
,,

2/1,2/1,2/12/1,2/1,2/1,,,,   VolumeconstyxDnV
kji

kjikjikji
boundary

kji
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(2.4.14)

这意味着D~处处为 0，C-R关系第二式也满足。证毕。

在迭代法的操作中，我们需要利用新得到的速度场对矢量泊松方程的涡度边

界不断做更新，三个方程的边界耦合处理，内部不耦合，在迭代收敛后，即可得

到近似满足 C-R关系的解。根据我的经验，最好每迭代一步就更新涡度边界，

可将散度降到可允许的范围内。

2.4.2满足涡度无辐散的差分格式

一般而言，我们会先计算涡度的输运方程，再由涡度反求速度。上小节介绍

的满足 C-R条件的差分格式成立的必要条件是涡度方程输出的涡度无辐散。为

此，需要“两步走”：

（1）涡度方程应满足局地的守恒条件（向前积分时不带来额外涡度的散度）：

0




t


(2.4.15)
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（2）Liu等人（2001）指出可以由矢量泊松方程得到的速度场取旋度得到

新的涡度场：

kjikjiV ,,,,
~ 


 ，其中 ~ 为离散的旋度算子
(2.4.16)

我们只讨论第一个条件，即“涡度倾向”无辐散的条件。参考刘适达

等人的介绍（2011）后，我将方程各项表征为某些矢势的旋度：

)()()( TkV
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(2.4.17)

这里用到了两个矢量分析公式：

VVVVVVV
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)()()(2    (2.4.18)

显然，如果差分算子 )~(~  作用于任何矢量网格函数的结果都为 0，

0
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
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t
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是满足的。易知，MAC网格满足这一条件。

这对应于通量形式的平流、扭转项，3个分量方程展开可写为：
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(2.4.19)

通量形式还联系着其他守恒性：

涡度通量有一次守恒特性：

 
V x dVV 0)(




，  
V y dVV 0)(


 ，  

V z dVV 0)(



(2.4.20)

涡管扭转过程也有：

 
V a dVu 0)( 

，  
V a dVv 0)( 

，  
V a dVw 0)( 

(2.4.21)

MAC网格自动满足这两类性质。
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另一方面，涡度通量的一次守恒性等价于 Lagrangian观点的输运过程守恒：

0| transportdt
d

(2.4.22)

这意味着，允许大时间步长积分的”vortex in cell”方法（Cottet 等，2003）

（Mohammadian等，2010）可以与通量形式的扭转项组合成满足涡度方程无辐

散的差分格式。

最后，我们用 Gauss定理给出该方程组的积分形式：
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(2.4.23)
总而言之，涡度方程在MAC网格上选择通量格式可以保证涡度无辐散，矢

量泊松方程在选取特定差分算子后可以进一步满足速度无辐散和“涡度是速度的

旋度”这一定义，C-R关系得到保证。这些满足守恒性的格式可以方便改为积分

形式方程组，后者在复杂网格条件下将继承这些守恒性，而一般微分形式的方程

组则很难做到。我们正在从有限差分法向有限体积法前进。

2.5 有限体积法中的扭转项计算方法

我们以 z方向涡度方程的一个扭转项为例介绍计算的方法。下式给出了因 x

向 z方向扭转对 z 的贡献：

xdydzwdydzwdydzdx
x

w
axax

V

ax 



 )(
12



(2.5.1)

我们仅取其中一个面积分来看。w和 x 的分布如下图所示：
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(2.5.2)

图 2-4：w和 x 的分布在面上的分布情况

阴影区为积分平面。数值二元定积分的精度取决于插值点数目和插值函数的

构造方式。插值函数的阶数越高（不超过 4阶否则有 Runge现象），分段插值函

数的连续性越好，扭转项的分布越光滑；然而，计算的“局地性”会下降，隐式

格式的方程更麻烦，并行计算的通信开销会增加。

在与之等价的等距网格有限差分法中，(Lo等人，2005)先取将各变量插值到

平面中点再求乘积来计算通量。在非等距网格中，即为分别用线性插值得到两个

物理量在平面中点的值用以代表整个平面上的值，然后乘以平面的面积：
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这一公式仅对w和 x 在整个 zy  平面上不变时精确成立，未考虑w和 x 各

自变化特点对积分结果的差异。

在不引入更多格点的情形下，我们可以构造更高精度的公式以考虑w和
x

的曲面特性：仍然用角上的 4个 x 做双线性插值，用棱上的两个w做线性插值，
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相乘后出现了一个通量的多项式插值函数 ),( zyfw x  ，然后用解析地计算其积

分：

  dydzcyaczbyadydzw x ))(( 22111
(2.5.4)

在 ),( zyf 的连续性方面，由于w沿 y方向不连续，沿 z方向一阶导不连续；

x 沿 y和 z方向一阶导不连续。因此，通量函数 ),( zyf 沿 y方向不连续，沿 z方

向一阶导不连续。w和 x 的插值多项式阶数越高， ),( zyf 就越光滑。

我们可以以此类推用高阶插值多项式建立更高精度的通量公式，在此不列

举。实际上，这一思路额有限元方法中面积分的构造有些类似。在模式检验一章

中，我们会介绍两种通量计算方法的效果比较；在模式展望一节中，会介绍这一

思路在球面坐标上的优势。在附录中，会给出所有计算公式。

2.6 方程的无量纲化

方程无量纲化有诸多优点：

（1）可以清晰地通过控制旋转热对流的无量纲数判断各项量级；

（2）减少编程中的变量声明，增强程序可读性；

（3）可通过无量纲数调整方程的初边值条件和网格尺寸，比较方便；

（4）便于和其他研究者的结果作比较

在参考了 Julien（1996）和王佳（2012）的工作后，我们建立如下变换关系：

定义无量纲长度 'x ，无量纲时间 't ，无量纲速度 'V

，无量纲温度 ' ，无量纲

涡度，无量纲地转涡度：

Hxx ' ， Hyy ' ， /' 2Htt  ， HVV /'


 ， TTT  /)'(  ， 2/' H   ，

2/' Hff 

使用的无量纲数有：


 3THgRa 
 ，




Pr ， 2
2

)(

fHTa  ，

H
L


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还有： 2/1)
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RaRo 
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(2.6.1)

由此可见，Ra越大，斜压项作用越大；Ta作用越大，旋转作用越大；为了

降低方程复杂度，宽高比未在其中出现。

2.7 模式计算方案

本节会正式介绍涡度方程空间差分格式、热流量方程空间差分格式、整体时

间积分方案和矢量泊松方程的迭代方法。

2.7.1涡度方程空间差分格式

（1）涡度通量项

现以 x方向涡度方程的垂直通量项为例来说明：
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 
12

dxdywdxdyw xx 
(2.7.1)

我们仿照 Lo等人（2005）的方法，利用黄色阴影矩形边角上的 4个w点和

2个 x 点来近似计算通过绿色阴影矩形的通量。由于绿色平面上不太好构造w和

x 的插值函数，故暂且没有用扭转项的那种解析计算积分的方法。

图 2-5：涡度平流项计算方式示意图

（2）涡度粘性项

仍以绿色面上的涡度粘性扩散通量为例：
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（3）斜压项
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(2.7.3)

（4）扭转项

如前所述。
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2.7.2热流量方程的空间差分格式

热流量方程是典型的对流-扩散方程，我选用了 QUICK格式（对流项二次迎

风插值格式（Leonard，1979）。对流-扩散方程的主流解法还有 semi-Lagrangian

方法，它同 QUICK格式一样具有良好的迁移性，我们首先予以介绍再解释未采

纳它的原因。

semi-Lagrangian方法方法在气象海洋中有广泛应用，如我国 GRAPES模式

（黄博，2014）。该方法采用 Lagrangian观点对第 1n 步格点上的微团做后向轨

迹追踪，通过迭代法确定其出发位置，并插值得到它在出发位置的值。一般将输

运过程和扩散过程分开处理：假定微团在运动过程中所携带的物理量没有发生变

化，到达格点后再计算扩散项。这一方法的优点是消除了线性稳定性判据，可以

在 cuorant 数大于 1时做大步长积分，不过 Staniforth等（1991）指出为保证寻找

初始位置时迭代的收敛性，需要考虑风切变：

|)max(|
j

i

x
ut




(2.7.4)

semi-Lagrangian方法的缺点是在步长较大时存在较强的数值耗散，一般认为

出发点物理量值的插值函数阶数越高，数值耗散越小。由于 DNS要求时间积分

步长较小，该方法的优势难以发挥，故在这一领域应用较少。

QUICK格式是一种针对平流项或通量项的具有守恒性、良好迁移性的高阶

迎风格式[]。它的思路是通过主要在迎风方向选取三个点构造有限体积边界面上

温度的二阶插值多项式来计算通量。我们仿照[]给出的等距网格下温度平流项的

QUICK格式定义推导了非等距网格下温度通量形式的 QUICK格式。

选定有限体积的形线位置在两相邻点之间的MAC网格面上，小体元的 x-y

面、y-z面、x-z面分别对应u、v、w所在面。现以 x方向为例说明，“w”和“e”

分别指小体元的左面（west）和右面（east）。

由[]，沿 x方向平流项计算实质似乎温度梯度计算：
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沿 x方向平流项分两种情况：

1） 0u ，下图左侧为上风方向，取 2i ， 1i ， i 三点插值得 w 和 e ：
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2) 0u ，下图右侧为上风方向，取 1i ， i ， 1i 三点 Lagrangian插值得 w ：
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很容易看到： ieiw )()( 1   ， 1)()(  ieiw  ，沿 x方向求和：
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 (2.7.6)

这说明非等距网格下 QUICK格式具有守恒性。不过由于 QUICK仍采用了

上游节点，迁移性没有完全保证，我在计算中发现仍有弱的数值频散发生。

图 2-6：QUICK格式的差分方法示意图

2.7.3时间积分方案

我采用了 2步的 Adams-Bashforth格式（以下简称 A-B2格式）（Lauritzen，

2011）来积分涡度方程和热流量方程。选择显式格式时要综合考虑计算精度、解

的稳定性（包括增幅时的稳定性和降幅时的衰减性）、内存消耗等因素。
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一般而言，时间层越多，由各层组合出的格式精度越高，但会成倍地占用内

存以存放各层数组。2步 A-B方法虽只有一个时间层，但其定积分由外推公式给

出因而也用到了上一步的数据，同蛙跳格式一样具有二阶截差，但计算解的振幅

更小。

2.7.3.1 A-B2方法的数值特性

可以从一维平流方程中分离出了振荡方程，以此讨论时间积分方案

（Lauritzen，2011）：

0







x
uc

t
u

(2.7.7)

设分离变数形式的 xikm
n etu  )( ，得：

0  ikc
dt
d

(2.7.8)

我们将其抽象为振荡方程：

 i
dt
d


(2.7.9)

对应的 A-B2格式差分方程为：
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2
1),(

2
3[ 111   nnnnnn tFtFti 

(2.7.10)

设 tnin
n eA   ，可得关于 A的复数一元二次方程：

0)
2
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2
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(2.7.11)

解为：
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1 2

(2.7.12)

以 t 为小量将其展开至保留三阶小量：
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对 A 取至
2)( t ， A 取至 t ，可近似为：
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我们可总结出一下特点：

（1） A 对应的解实部绝对值远大于虚部，是方程的物理解； A 则虚部远大

于实部，是计算解。

（2）物理解的增幅因子>1，说明在高频波情况下有弱的不稳定；计算解增

幅因子<1，始终会减弱，且在低频波情况下对物理解的影响很小。

（3）两种解的振动相位有联系。我将计算解近似表示为物理解的共轭的函

数：
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(2.7.15)

假定物理解的振荡部分为 tni
o

oeA 
  )( ，则计算解的振荡部分可表示为：
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(2.7.16)

说明计算解落后于物理解 2/3 个相位。

AB-2格式的弱不稳定性限制了它的使用，但 Lo等人（2005）在涡量-速度

法的实践中发现这一方法仍可使用。3步 Adams-Bashforth格式（Durran等，1999）

在 724.0t 时能保证振荡方程的计算稳定，因而 Durran推荐在振荡问题中使

用 AB-3格式。



32

2.7.3.2 A-B2方法 QUICK格式的刚体平流测试

为了检验时间上采用 A-B2方法、空间差分采用 QUICK格式在非等距网格

下的平流性能，我采用一个角速度处处相等的定常涡旋流场来输送一个热泡（关

闭扩散项）。热泡定义为：
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网格点数为 3100 ，涡旋流场的角速度为 srad /1 ，最大速度

smV /707.0max  ，时间步长 st 310 ，最小格距 mx 002.0 ，可算得 CFL数，

大致满足稳定性条件。

13535.0max 




x
tVC

(2.7.18)

程序运行了 8600步，热泡在 y=0.5平面上被平流了 1.375圈，即使在网格加

密的边界附近，形态变化不大。左上图为初始温度场，左下图为过热泡沿 x轴的

线段上的温度分布；右上图为第 8600步温度场，右下图为由同样方法获得的线

段上温度分布。

图 2-6a：初始温度场 图 2-6a：8600步后温度场
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图 2-7a：温度 x方向廓线 图 2-7b：温度 x方向廓线

我们看到计算 8600步后热泡的后方出现了一个虚假的波谷；另一方面，热

泡的最大温度有所下降。这两点说明，AB-2时间积分 QUICK格式仍有发生了

微弱的数值频散，使用时需注意。

2.7.4矢量泊松方程的数值解

矢量泊松方程的目的是用涡度求速度。由于是椭圆型方程，需要全场数据去

求解，它是整个方程组积分过程中最费时的部分。前人采用过 False-transient方

法、GMRES、Korylov Subspace、非跳点网格的多重网格法等方法（Lo等，2005）

求解这一矢量泊松方程。

我选择时的原则是编程简单、易于并行化。我首先采用了 weighted-Jacobi

迭代法（Briggs等，2000），随后添加了多重网格进行加速求解。根据前节所述，

为使解满足 RC  条件，三个分量泊松方程的涡度边值要与速度协调。这一要求

在迭代法中很容易实现，只需用每次迭代新得出的速度场更新涡度边值即可。首

先，我们以计算u的方程为例给出其有限体积差分格式：
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(2.7.19)

图 2-8：u分量泊松方程的离散方式

2.7.5多重网格Weighted-Jacobi迭代法

Jacobi方法是最简单的迭代法之一，它具有编程简单、收敛性好和并行

扩展性好的优点。Weighted-Jacobi方法时它的改进，加速了短波的收敛性。近三

十年发展起来的多重网格法是一种通用改良方法，通过在粗网格上加速长波的收

敛来加速。我采用了权重系数为 3/2 的Weighted-Jacobi方法，叠加一层粗网

格。

2.7.5.1 Weighted-Jacobi方法

本节中我参考 Briggs书中（2000）给出的思路，整理了Weighted-Jacobi迭

代法的基本要点。对 Jacobi迭代法的思路是在每一步迭代时，将某个格点上泊松
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方程的残差归结为该点的误差，将原值和如此估计出的误差相加得到这一点的新

值。

首先，给出 Jacobi方法的迭代公式，我们以一维等距网格 Laplace方程解为

例说明。设u为方程精确解， A为迭代矩阵，Laplace方程对应的代数方程为：

fAu 




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(2.7.20)

)(oldv 和 )(newv 分别为一次迭代过程中的原值和新值，它们分别满足方程：
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Weighted-Jacobi法的目的是加快短波的收敛速度。的思路是在给原值加上估

计残差的过程中更凸显原值的作用，削弱“订正的强度”，实质是改变迭代不同

波长的波校正作用权重与强度，其公式可由上式添加权重改写为：
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其中：
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现在来求不同权重系数下不同波数的波的收敛速度。

定义误差为：
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(2.7.22)

误差演变满足的方程是：

)()( oldnew eRe 
(2.7.23)

我们通过定义每步误差的增幅因子来定量刻画其收敛速度：

)()( oldnew Gee 
(2.7.24)

现在分别考虑不同波数的情形，于是要将迭代过程中的向量 v可展开为
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Fourier级数：

 
k

xikn
kecv

(2.7.25)
xikne  为一个长度为格点数的列向量。这意味着各三角函数构成了解空间中

的一组基底。

于是可定义各波数的增幅因子 kG ，对各波数分别有：

)()( old
kk

new
k eGe 

(2.7.26)
各波数误差仍满足：

)()( old
k

new
k eRe 

(2.7.27)
两式联立得：

0)( )(  old
kk eRIG 

(2.7.28)

该式表明 kG 实质是迭代矩阵 R 的特征值，计算之即可。我们尝试建立代数

方程组系数矩阵 A的特征值和 R 的特征值的联系（两矩阵实际上有线性关系）。

kRkRkR PRADIP ,
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   (2.7.29)

又考虑到： )2(diagD 
(2.7.30)

整理得： kRkRR APP ,,)1(2
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



(2.7.31)

即： kAkR ,, 2
1 




(2.7.32)

问题转化为建立 kA, 和波数 k的关系。实际上， kA, 就是齐次方程采用 Jacobi

迭代法的差分方程的增幅因子，这是因为：
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先计算 kA, 。设波动解为 xIiknn
i eBu 
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可得Weighted-Jacobi方法各波数的增幅因子，并作图如下：

2
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(2.7.35)

图 2-9：几种松弛因子对应增幅因子（特征值）随波数变化

重绘自 Briggs等（2000）

如何选取选取才能加速整体收敛呢？图中展现了波长从 x2 到 对应的

特征值（增幅因子），可发现各种对长波的改变都很小，说明Weighted-Jacobi

方法长波的收敛是最慢的；对于短波，曲线越是接近于0，其收敛得越快。直观

上，这对应着令中等波数
x

km 


2
和大波数

x
kl 

2
2
收敛速度相等（特征值互为

相反数）：
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sin21 22 xkxk lm 



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(2.7.36)

这对应 3/2 ，因此我们就选取这一权重系数。

等距网格下 Jacobi迭代法还具有保持速度无辐散的特性。实际上，无论

是否为非等距网格，Laplace算子不会引入额外散度，即下式中的 B不会引入额
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外散度，但 1D 在非等距网格时会引入散度而在等距网格时不会。因此，非等距

网格时 Jacobi迭代法的散度是随着误差缓慢接近 0的，这可能是一个缺陷。

BDfvIULD
vv

old

oldnew

1)(1

)()(

]))[((  



 (2.7.37)

2.7.5.2 多重网格法

单纯用 Jacobi迭代法收敛速度是很慢的，为了提速我们引入多重网格法。

我们首先介绍多重网格法基本原理，然后讨论它在MAC网格下矢量泊松方程组

的实现方案并比较了优劣。

1. 多重网格法基本原理

在代数方程组的数值计算中，波的“长短”由一个完整波形跨越几个格距来

衡量。细网格上的长波在粗网格上就成了较短的波，细网格上的短波在粗网格上

可能因无法表示而产生混淆误差。因此，在细网格上残差足够平滑的条件下，如

果能将细网格上的残差倒到粗网格上平滑掉长波分量再倒回来，粗网格甚至还能

套更粗的网格，便可大幅加速收敛，即多重网格法的思路（Briggs等，2000）。

图 2-10：多重网格法示意图

在具体操作上，要给粗从细网格到粗网格变换的“限定算子”(restriction

operator) h
hI2 和

h
hI
2 从粗网格到细网格的“延拓算子”(prolongation operator)，以及
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几重网格间转换的策略，如“V-cycle”、“W-cycle”等。我们采用了最简单的 V-cycle

迭代策略，设代数方程组为 fAu  ，介绍如下：

（1）在第 k重细网格 kh 上粗略求解 khkhkh ruA  得到解的估计 khv ，用它计

算余量

khkhkhkh fvAr  ，得到残差 khkh vue  满足的方程 khkh rAe  ；

（2）为了在粗网格上计算残差，将余量延拓到粗网格上： hkkhhk
kh rrI )1()1(   ；

（3）在粗网格上估计残差，求解 hkhkhk reA )1()1()1(   得到残差的估计值

')1( hke  ， 再 计 算 余 量 hkhkhkhk reAr )1()1()1()1( ''   ， 得 到 粗 网 格 残 差

''' )1()1()1( hkhkhk eee   。

（4）重复（2）（3）步 k次至最粗网格，可以开始递归地计算校正后的残差；

（5）在最粗网格上直接得到 hhh reA  解的估计值 'he ，用限定算子将其内插

到较细网格上： *22 ' hhh
h eeI 

（6）在较细网格上校正残差： '***2 hhh eee  ；

（7）重复（4）（5） k次至最细网格。

（8）计算 **'' khkhkh evv  ，完成一次迭代过程

（9）判断误差是否降低到误差限内，否则继续执行

对于多重网格法在本模式中的的应用，我们需要考虑的问题是：

（1）粗网格网格变量如何分布？

（2）限定和延拓算子如何选取？

（3）一次 V-cycle中，需分别在粗网格和细网格上迭代多少步？

（4）对于矢量泊松方程，三个分量方程的迭代次数必须相同吗？

2. 粗网格方程组及其离散方式

粗网格方程组的用处是通过上一步（第 n步）迭代值贡献的部分源项与真实

源项之差作为新的源项，计算迭代值的修正量并插值到细网格后，校正细网格的

迭代值。我们将细网格方程组分解为第 n步迭代值 nv 和修正量 ev

：
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假定 nv 无辐散， nv2 便可写为旋度形式，定义 ' ，满足：

'2   v
(2.7.38)

进而得到粗网格上关于 ev

的矢量泊松方程组以及校正关系：


 )'(2 ev

n
e

nn vvv  1

(2.7.39)

为了保证 1nv 也无辐散，需保证
n
ev

在细网格上无辐散，这意味着粗网格方程

组数值解也应满足 Cauchy-Riemann关系：




ev
~

， 0~  ev


(2.7.40)
考虑到粗网格矢量泊松方程组与细网格结构相似，解的要求相似，宜仍采用

MAC网格并仍可用Weighted-Jacobi方法解。定义一个“MAC方体”为以为中

心的最小方体，我选取 4个细网格上的“MAC方体”为 1个粗网格上的“MAC

方体”。这套网格系统有类似“自相似”的特性，其带来的诸多便利会在后文提

到。粗网格上的速度和涡度格点位置均不予细网格上的相应格点重合，示意图如

下：

图 2-11：粗网格格点分布及延拓算子、限定算子示意图
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3. 限定算子和延拓算子

操作时，我们只需将 '   限定到粗网格上， ev

延拓到细网格上。如果粗网

格采用MAC网格， ev

在粗网格上可以无辐散，还要求延拓过程不为 ev


引入额外

的散度、限定过程不为 '   引入额外的散度。其次，才要考虑精度的问题。为

方便讲解，我先介绍延拓算子再介绍限定算子。

（1）延拓算子

能保持速度守恒性的延拓算子应该是“局地的”，下面通过一个反例来说明。

计算某细网格速度格点上校正量的比较直观而准确方法时用相邻四个粗网格格

点做双线性插值，但双线性插值算子会引入额外散度，现证明如下：

命题：MAC网格下双线性插值算子作用后的无辐散离散速度矢量场散度可

以不为 0，

其中u分量横坐标编号为奇数的点的双线性插值算子定义为：
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横坐标为偶数点由奇数点线性插值得到。

v ,w分量以此类推。散度算子定义为：
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证明：

0~  V


是一种局地守恒性，仅涉及三对共 6个相邻的 wvu ,, 格点，同在一

个“MAC方体”中。细网格上计算散度相关的任何三对格点必然也在同一个粗

网格“MAC方体”内。一个细网格MAC方体内的 6个细网格点会由 24个不同

的粗网格点插值得到。由散度守恒的局地性知，细网格无辐散的必要条件是为它

们插值的粗网格点都在一个粗网格“MAC方体”内。然而，一个粗网格“MAC
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方体”内只有 6个不同的点，因而这种双线性插值方法必然会用到其他“MAC

方体”内的点，细网格上散度的局地守恒性无法保证，证毕。

我的限定算子设计思路是从散度的积分定义-每个“MAC方体”内质量无源

无汇入手，努力使待插值细网格点能保持粗网格点的这一性质。假定“细网格上

的变量分布和粗网格是相似的”，即两种网格上各面的质量通量仅有规模的差异，

粗网格“MAC方体”是细网格“MAC方体”的“缩小版”。可以取一个粗网格

“MAC方体”表面上的所有细网格速度格点值取为该方体表面上的粗网格值，

而不在粗网格“MAC方体”表面的细网格点直接由在它表面的细网格点线性插

值得到，如上图所示。

（2）限定算子

粗网格上速度无辐散的必要条件是涡度“无辐散”。涡度格点定义在方体的

棱上，我采用最简单的方法：取粗网格“MAC方体”上某条棱上的细网格值直

接线性插值得到该棱上的粗网格值，不会引入额外散度。

另外，这种“局地化”的限定/延拓算子在MPI并行计算时不会引入额外通

信开销。

4. 其他参数的选取及算例

尚未确定的参数包括：粗网格重数、每重网格上的平滑次数。我们分等距网

格和非等距网格分别探讨。

我进行了一次条件比较苛刻的热泡数值试验。在 810Ra ， 1.7Pr  ， 0Ta

的静止流体中，在计算区域底部的中央放置了一个钟形热泡，它满足的方程同

QUICK格式刚体平流检验中的形式。

其中 3.00  为扰动温度幅度。初始温度场和它引发流动的示意图如下：
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图 2-12：热泡及它引发的流场

我选取 2种由粗到细的格点数： 340 、
380 、

3120 、
3160 ，以及 3种方案：

无多重网格、1重网格、3重网格。考察了它们的收敛速度。我定义误差为内点

两次迭代之差的几何平均数：

  

kji

nnnnnn wwvvuue
,,

212121 )()()(

(2.7.43)

设定 340 误差限为 410 ，其他为 210 。

（1）等距网格试验

在每轮迭代中，三个速度分量方程在最细网格上迭代 12次；在各层粗网格

上估计残差，迭代 40次。试验结果表明，本方案下粗网格能有效加速收敛，3

重网格加速效果优于 1重网格，误差均随时间“折半”下降。在 4种由粗到细分

辨率下，3重网格的总体收敛速度（反比于总时长）分别可达无多重网格时的 24.4

倍、55.5倍、54.2倍和 56.6倍。
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图 2-13：等距网格，不同格点数时误差的下降速度：
340 （左上）、 380 （右上）、 3120 （左下）、 3160 （右下）

（2）非等距网格试验

非等距网格的收敛速度比等距网格慢许多，因此我们将Ra下调至 610
，采

用和等距网格相同的迭代次数。我只给出了 340 和 380 测试结果，分辨率更高时

结果相似。用多重网格时，误差在初期会以和等距网格一样的“折半”速度下降，

随后误差降速变得非常缓慢，低于无多重网格的情形。当误差限不很大时，多重

网格会带来减速，1重网格收敛速度略低于 3重网格。同时，不论是否有多重网

格，散度难以降到很小，在 380 时为 510 量级，是Weighted-Jacobi在非等距网格

时固有的问题（见 2.6.5.1节）而与多重网格无关。
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图 2-14：非等距网格，不同格点数时误差的下降速度：
340 （左上）、 380 （右上）

（3）非等距网格加速收敛的改进策略

我注意到在非等距网格误差速降终止时，粗网格误差下降也出现瓶颈，那么

适当增强粗网格上的平滑能否推迟“瓶颈”的到来？我将 1重及以上网格的粗-

细交替迭代次数提高为之前的 70倍（以下称“强化迭代”），发现误差能维持“折

半”速度更多的步数，但之后误差下降仍然遇到瓶颈，而且由于迭代强度更大而

会浪费更长时间。为了同时“强化迭代”在大误差时的优势和“非强化迭代”在

小误差时的优势，我令粗网格上步误差和这步误差之商小于 1.2为“多重网格加

速无效”的判据，一旦“加速无效”时刻到来，即立刻取消多重网格。我在 380

下针对 1重网格和 3重网格做了测试，发现 1重网格时能加速到无多重网格时的

2.84倍，3重网格时能加速到 4.04倍，较好地改善了多重网格法在非等距网格时

的问题。



46

图 2-15：非等距网格，不同格点数时误差的下降速度（改进后）：
340 （左上）、 380 （右上）

2.8 非等距网格生成、初始条件和边界条件

本节介绍热对流模拟时的这三个技术细节。它们的设定取决于具体物理问

题，本节以旋转热对流为例进行说明。

2.8.1非等距网格

如前所述，热对流模拟需要对边界进行加密。为此，我采用简单的直角坐标

系，在水平方向格点等距分布，垂直方向的格距遵从正态分布函数的某一段：

]1,0[),
2

)2/(exp()( 2

2




 zHzAzz


， 1)(
1

0

 dzzz
(2.8.1)

其中 A为系数。有两个参数可调节曲线加密程度：

（1）截取正态分布的哪一段，可通过 n调节分布函数范围 ],[  nn 。 n越

大，边界附近网格越密、中央网格越疏，在 1n 后那里相邻格距差异会较小。

（2）标准差 ， 越大边界网格加密变中央疏，效果类似 n。

一般而言，边界加密越强，整个模式的积分步长要减小，矢量泊松方程越难

收敛。在模式调试阶段，我选取加密程度适中的 1n ， 707.0 ，在未来会考

虑Ra和Pr，在边界层内放置足够多的格点。
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图 2-16a：格距随高度分布（n不同） 图 2-16b：格距随高度分布（ 不同）

2.8.2边界条件

理想 Raileigh-Benard对流是无侧边界的，Julien等人（1996）在做数值试验

时常将上下边界温度设为定值、速度设为 strss-free或 no-slip。数值模拟做不到

“无侧边界”这一条件，人们常用周期边界条件来近似无边界（Julien，1996）。

Stevens等（2011）研究了旋转热对流中边界条件的影响，发现旋转足够快（Ta

足够大）时边界对流体内部影响很小，在理论上支撑了周期边界条件这一近似。

我们首先完成了 no-slip边界条件的版本，周期边界条件的版本尚未完成。

（1）温度边值

我们设定上下边界分别为恒定的 0 和 1 的 Dirichlet边值，侧边界为绝

热的 Neumann边值。由于温度格点在物理边界上无定义，因此 Dirichlet边值可

表示为最外层格点和次外层格点在物理边界上温度的线性插值为 0：

)/()(
2/12/1

02/1

2/12/1

2/10
2/12/1




 






zz
zz
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zz

b 
(2.8.2)

Neumann边值表示为最外层格点和次外层格点温度值相等：

2/12/1  

(2.8.3)

（2）速度边值

我们设定三个速度分量在 6个边界面上的速度都为 0的 Dirichlet边值。
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对于物理边界上有格点定义的物理量，直接令为 0；对于无格点定义而在物理边

界之外有虚点的，虚点的赋值方法同温度的 Dirichlet边值。

2.8.3初始条件

物理实验中，热对流是由 Raileigh-Taylor不稳定引发的，当流体温差达到阈

值时（ cRaRa  ），温度和速度的涨落会带来随机扰动，扰动迅速生长导致对流

爆发。为了在数值试验中再现这一过程，我们首先设定初始无量纲温度场为底部

温度为 1，其他位置温度为 0：









0,0
0,1

z
z


(2.8.4)

由于温度在物理边界上没有定义，我们令次底层（ 2k ）的温度为 1，最底

层（ 1k ）的温度为满足边界条件设为2。我在温度场的次底层布设了了振幅在
310 量级的扰动，随后用低通滤波器 A做了 30次二维平滑。 A设定为：

















08/10
8/12/18/1
08/10

(2.8.5)

格点数为 3160 的一次试验的次底层初始温度场如下图所示：

图 2-17：算例中次底层初始温度场示意图
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2.9 模式的方腔流测试

我在串行、非多重网格条件下进行了正压流动的方腔流测试（cavity flow

test）（Lo等，2005）。主要目的是检验涡度方程扭转项新的通量计算方法的性能。

方腔流测试的基本条件是：

（1）上边界具有恒定的沿 x方向速度 1，其他边界速度为 0；

（2）除上边界外其他位置初始速度为 0；

（3）容器长宽高皆为 1。

控制流动的方程组为：

 


2Re

 uu
t

(2.8.6)
唯一无量纲数为Re。我选取 100Re  ，网格点数为 350 进行了测试。当流场

收敛到定常后， y分量涡度 y 在 5.0y 剖面上分布和 Lo的结果（2005）吻合良

好，如下图：

图 2-17(a)：本模式方腔流测试结

果

图 2-17(b)： Lo 的模式方腔流测

试结果

我作了u分量速度沿容器垂直轴（ 5.0x ， 5.0y ）的速度廓线（蓝色），
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以及w分量速度沿容器 x方向水平轴（ 5.0y ， 5.0z ）的速度廓线（红色），

与 Lo的结果（2005）基本一致。

图 2-18：本模式与 Lo（2005）的 u、w廓线比较

2.10 模式的算法结构及MPI并行架构

在模式分辨率较高时，如果仅使用单核计算，无论在计算速度还是内存容量

上都无法要求。为此，我在完成串行版本的模式后设计并完成了它的MPI并行

架构，在 TH（天河）-1A系统上进行了并行性能测试。通过对比不同分辨率和

不同 CPU数量的并行加速比，这一MPI并行方式有效提升了模式计算效率。本

节基础知识整理自 Hagers的书（2014）和都志辉的书（2001）。

2.10.1 并行计算原理

由于单个 CPU的主频提升存在技术瓶颈，人们想到将很多计算机连接起来

“协作”进行计算。与此相对应，人们在编写程序时需将一个总体任务分解为许

多有一定独立性的的子任务，每个子任务执行不同的代码，子任务之间通过通信

来交换信息，这种工作模式称为“功能并行性”。在子任务完全独立的条件下，

N个处理器处理同样规模任务时所需时间为 1个处理器的 N/1 ；当子任务有相关

性时，所需时间一定会多于 1/N。这种随着处理器数量增加，并行加速效果的变

化特性称为并行扩展性。影响并行扩展性的因素一般有以下几种：
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（1）负载不均衡

当子任务被分配的工作量不同、或者它们对硬件的需求不同时，会导致

负载不均衡：先完成某段任务的处理器会在同步点处闲置以等待后完成任务的处

理器，计算资源被浪费。在地球流体数值模拟中，由于对流等物理过程在不同地

区和时间段发生频率不同，物理过程参数化算法容易导致严重的负载不均，这是

当前一个研究热点（伍湘君，2011）。

（2）瓶颈

当多个处理器需要共享如 I/O设备、数据通路等系统资源时，对它们的并行

访问带来瓶颈。

（3）启动并行

启动并行程序本身需要时间，在程序本身运行较短时，启动开销不容忽视。

（4）通信

各处理器之间需交换信息。在主从模式的并行算法中，各子进程要向根进程

发送消息或者由根进程向子进程发送；在对等模式的算法中，有数据依赖的进程

之间要做通信。信息传输时间由数据流和延迟组成，前者在节点间通信时由千兆

以太网的带宽决定，后者与数据传输协议、消息传输经过的交换机数目等数据链

路特性有关。一般而言，数据的局部性越好，所需通信越少。

为了定量刻画并行扩展性，定义并行效率：

N1N
)( 加速比

个处理器的性能

个处理器的并行性能





NN
(2.10.1)

这一指标可用于考察模式在特定问题规模下的并行提速程度。为弄清并行效

率的决定因素，人们在 Amdahl工作的基础上定义问题规模固定时的加速比：
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



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并行时间

串行时间

(2.10.2)

其中 s为必须串行部分的工作所花时间占单线程处理的总时间的比例，p为

相应的可并行化的部分， 1 ps 。 )(Nc 为 N个处理器之间的通信开销。当 N 增

大时，一般加速比会降低。
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在本模式中，平衡负载与降低通信规模是主要问题。

2.10.2 并行编程模型的选择

简单而言并行编程模型是一系列的编译器指令，已经封装好并一般有针对 C

和 FORTRAN的接口。常见的并行编程模型包括 OpenMP和MPI。

进程指一个独立占有一定存储空间的正在执行的程序；线程为一群共享内存

的程序中的一个，是“轻型”进程。使用MPI并行的程序为一群进程，OpenMP

则运行了一群线程。

OpenMP是共享内存的并行方式，一般在一个计算节点内使用。一个OpenMP

程序内有许多并行执行程序的“线程”（一般不超过一个节点内 CPU数），用户

可以指定它们共享节点内的部分公共地址空间，也允许它们拥有独立的地址空间

存放变量。 OpenMP的优势在于启动线程的开销比启动进程要小，而且通过共

享内存而避免了“显式的通信”。其缺点是线程数量受节点内 CPU数限制，不适

宜进行大规模并行计算。

MPI是（Message Passing Interface）是一种利用消息传递进行进程间通信的

并行编程模型，适用于分布式存储的并行机（与共享内存相对应）。一个处理器

无法直接访问另一个处理器的地址，无法共享内存，程序要调用封装好的消息传

递函数来获取别的处理器的信息。MPI并行程序由 N个分别运行在 N各处理器

上的串行进程组成，编程时用进程标识符（通常声明为 myid，往往用到大量对

myid的判断和循环语句）来区分彼此。由于MPI并行程序既可以运用一个计算

节点内的处理器，也可以跨节点，因而可进行大规模并行计算。缺点是编程比较

麻烦。

由于一般集群上一个计算节点只有 8个处理器，无法满足高分辨率湍流直接

模拟的要求，因此我采用了MPI并行编程模型。
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2.10.3 模式算法结构

我首先介绍并行分块策略和对应的通信方案，随后介绍整个MPI并行模式

的编程流程图。

（1）并行分块策略

在分块前，我们必须弄清模式各部分计算规模。热对流模拟有两个阶段：对

流爆发之前和之后，两阶段中模式各子程序计算规模也不同。对流爆发前，速度

变化很小，矢量泊松方程往往只需迭代 1步，和涡度方程、热流量方程显示向前

积分的计算量相近，但方程组需要漫长地积分（一般多于 10000步）至这一阶段

结束；对流爆发后，矢量泊松方程计算量陡增，耗时占整个程序的 80%以上。中

等分辨率下串行 I/O时间在 2秒以内，直接由根进程完成即可，不需要并行。另

外，由于MAC网格要进行频繁的插值，需要声明大量数组，模式的内存消耗巨

大，如果一个节点内 8个进程都声明全部的数组，在分辨率达 400*400*100时即

内存溢出。

由此看来，模式必须串行的部分只有耗时较少的 I/O操作（相当于上节介绍

的公式中 s很小， p很大），在计算时不必做主从模式。又考虑到内存消耗较大，

宜将变量分布地存储。因此，我采用了立方体形的区域分解：每个进程存放 7

个未知变量和其他辅助变量中的一部分，通过定义好的分割线对MAC网格进行

物理坐标上的划分（多重网格法中粗网格也如此）。给变量赋存储空间时全部留

两排“halo”区域用于交互信息的存储，数组起始坐标全部以串行时该位置的坐

标为准。并行版本模式的 CPU数量最小为 8。分块示意图如下：
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图 2-19：MPI并行分块和通信方式示意图

（2）编程流程图

模式采用模块化编程，有以下主要技术特点：

1）大型数组变量在MODULE array中声明为可变数组，在各子程序中直接

调用，免去繁杂的声明。

2）I/O接口采用 netcdf，封装于 MODULE ncIO，便于和 MATLAB、NCL

等后处理软件衔接。如果模式运行期间作业中断，可读入上一步输出结果继续计

算。

3）通信分单层和双层两种，全部采用阻塞通信，使用时只需将待通信数组

和它的通信起始位置传递给封装好的 communicate.f90子程序即可。

4）各进程负责存储自己区域的所有变量数组，根进程需再单独声明全场变

量用于 I/O，内存占用小。

5）调整 CPU数量方便，只需在 input_parameter.txt中输出 x、 y、 z三个方

向的分块数即可自动进行块划分。

6）编译采用Makefile，在仅对程序进行局部调整时加快了编译速度。
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图 2-20：简易模式编程流程图

2.10.4 模式并行性能测试

我选取 CPU个数为 8、16、32、48、64、80，在网格数为 380 、 3160 、

3240 、 3320 的计算规模下测试了无多重网格时模式的并行加速比。测试时长为

一个时间步长，其中矢量泊松方程进行了 180次迭代，无 I/O。以 CPU个数为横

轴，加速比效果见下图：
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图 2-21：并行加速比随 CPU个数的变化

我们发现，在相同计算规模下，CPU数量越多，加速比越高；在计算规模

小于 3240 时，计算规模越大加速比越低；在 3240 及以上时，计算规模对加速比

的影响较小。由此可见，模式具有较好的并行扩展性，但计算规模较大时仍需提

速。未来我考虑采用非阻塞通信，以及将Weighted-Jacobi迭代法改成共轭梯度

法等更高级的算法以提高效率。

2.11 旋转热对流模拟算例

我在 11.7Pr  （纯水）， 101018.2 Ta 的较高速旋转状态下，对 71023.2 Ra

和 61088.3 Ra 两种加热强度进行了粗略数值试验。它们对应的实际物理情形

为：以蒸馏水为工作流体，平台旋转周期为 3.39转/分钟，水槽长宽皆为 10cm

（实际水槽为 20cm），高 5cm（实际水槽为 5.3cm），温差分别为 1.2K和 0.5K。

格点数为 120*120*80，由于计算资源限制未达到 DNS对边界层格点数量要求。

无量纲温度初始扰动振幅分别为 8.3*1e-4和 2*1e-3（本不该有差异，系操作失误

导致）。积分时间步长为 2*1e-7，8个 CPU并行计算，高瑞利数算例迭代误差限

为 1e-3，低瑞利数的为 1e-2。由于尚未计算热通量，故不知道通量瑞利数，尚未

确定所处区间。

我选取了高瑞利数7200步/13500步和低瑞利数50000步/66700步的无量纲

温度来介绍，两个时次分别代表对流爆发初期/对流趋近平稳两个阶段。
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图 2-22： 实线为对数坐标系下两组算例的流体平均动能；虚线为温度切片

图对应的时刻。初期蓝线与红线起点不重合是操作失误引起的初值差异造成

的。

图 2-23a： 1.2K 温差，7200 步温度场 图 2-23b：13500 步温度场



58

3 高速旋转状态下涡旋结构的建模

涡旋是旋转热对流流场的主要角色，这些涡度聚集的地方也成

为’”concentrated vortex”（Aleeksenko等，2007）。在边界层 Ekman抽吸（Stevens，

2011）的作用下，对流涡旋在微团远离边界时气旋式辐合，接近另一边界时反气

旋式辐散的特点。当平台旋转足够快时，涡管基本直立，连接上下顶板的涡旋整

齐排列，清晰可见。这一状态被称为”regular vortex grid regime”（Boubnov等，

1995）.

图 2-24a： 0.5K 温差，50000 步温度场 图 2-24b：66700 步温度场

从平均动能时间序列上可见，即便高瑞利数算例的初始温度扰动低于低瑞

利数算例，但对流仍发展仍提前了 1个数量级、基本平稳后的动能高 1个数量

级。两组算例分别在 7200步/50000步左右出现了动能突变，我们定义此时为

对流爆发时刻。

对于高瑞利数情形，初始温度扰动的高温区较快地发展出对流，急速上升

的热泡头部有羽流特征，但羽流与下边界之间仍有高温区联系而呈悬丝状，热

泡位置相对稳定，不像无旋转那样羽流直接脱离下边界冲到上边界。涡旋之间

因强烈相互作用而有明显的抽丝现象（filamentation），流场变化剧烈。

对于低瑞利数情形，初始稳定与扰动的发展较慢，上升热泡被下边界牵制

而只能缓速上升，原本成片状的等温线（扰动较高瑞利数算例的波数小，因为

对流爆发更迟而热扩散的平滑作用更强）纷纷闭合而在温度场上表现为一个个

孤立的圆锥形“热塔”结构。随后自大约 56000 步开始，孤立的“热塔”开始

相互并和成更大的椭圆形涡旋，涡旋尺度和高瑞利数时相近，流场变化缓慢。

综上，本模式基本能模拟出旋转热对流的爆发和涡旋相互作用过程，但这

次试验参数设定并不严格，结果仅作了简要定性分析。另外，我认为模式必须

还要经过临界瑞利数测试（Julien 等，1996）才能被证明为可靠的。
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我对这一区间内的涡旋形成和演化机理很感兴趣，与孙世玮等我院学生创新

实验室同学们合作研制了旋转热对流实验系统。我们用粒子图像测速软件对单个

涡旋的速度场做了精细测量，首先评估了前人涡旋模型与实验结果的匹配程度。

随后在测量结果中涡度随高度呈线性分布这一事实的启发下，我尝试建立垂直涡

度和垂直速度的关系。通过比较各项量级简化涡度方程，我获得了这类涡旋垂直

速度廓线的一种可能的解析解。

前人的涡旋结构模型

3.1 前人的涡旋模型

3.1.1Veronis的波动解

Veronis（1959）提出了一种涡旋结构模型。在上下边界 stress-free、侧边界

为周期边界的条件下，他将两种波动解带入线性化的方程组（平流项为二阶小量

而被略去）后分别得出了矩形和和六角形排列的涡。其中六角形分布的涡垂直速

度和垂直涡度为：
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其中
2
1

z 为上下边界。无论对上升涡和下沉涡，w随高度变化为随高度

变化的正弦函数，垂直涡度 z 则为余弦函数且在 z方向是无偏的。这一工作可指

导我们研究涡旋间距、单个涡旋结构，但 Veronis未指出这一解成立的参数区间，

不过由于解是定常的，很有可能适用于我们感兴趣的 regular vortex grid。

3.1.2Vorobieff的 Sullivan涡

Vorobieff认为，边界附近涡旋实质是一种 Sullivan涡（刘适式等，2011）。

Sullivan涡的思路是由给定垂直速度强迫下求解粘性控制的轴对称涡旋结构。其
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出发方程组为垂直动量方程和连续方程：
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Sullivan假定垂直速度 zV 为 z的一次函数，它的径向变化为待求量之一；径

向速度 rV 随高度不变。

)(rzGVz  )(rFVr 
(3.1.3)

把这两个条件带入两个方程以求解 )(rF 和 )(rG 。通过进一步设F和G的特

解，得到：
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这表明涡旋周围以 0r 为半径的区域有一个极限环（以周期轨道为微团在无穷

遥远未来的归宿）。图[]给出了一个下边界附近的下沉涡示意图，涡内部下沉的

流体和外围的流体在极限环上辐合上升。Boubnov等人（1986）曾用墨水示踪发

现强大下沉涡外围圆柱状或锥状的补偿上升流，我认为可能与 Sullivan涡有关。

Sullivan涡解是对单个涡旋局部特征的较精细猜想，但它未考虑热力的作用，

仅以抽吸强度 间接表征对流强度，或许得和其他模型配合使用。
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图 3-1：Sullivan涡的垂直剖面和水平剖面示意图，重绘自刘适达等（2011）

3.1.3Julien的 thermal Ekman layer

Julien等人（1996）尝试将 Ekman层理论中的压强用温度代表，以表征边界

层附近热力动力共同作用下的涡旋结构，其出发的无量纲方程为：
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假设温度在边界附近随高度呈线性分布为：
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其中 ),( yx  为表征边界层高度水平分布的函数。

他在动量方程中考虑了科氏力、摩擦力垂直部分和扰动压力梯度力，还

加入了显式含有浮力的静力平衡方程。求解时，由给定的温度分布解出压强分布，

再用复数方法解出速度。设的分布为 Gaussian鼓包，方程的解（较复杂，在此

不赘述）表明，下边界附近的气旋性上升涡中强大的辐合流会在涡旋中心堆积产

生较大压强，引发中央的下沉，进而使中央出现反气旋。Julien在湍流直接模拟

中，参数为

81078.1 Ra ， 81016.3 Ta 时看到下边界附近气旋性涡中央涡度很弱，虽

未反号而成为反气旋，但侧面论证了这一线性理论的参考意义。

3.2 实验装置和实验步骤

旋转热对流实验系统由步进电机驱动的旋转平台和水槽组成。亚克力水槽长

宽皆为 20cm、高 5cm、厚 0.5cm，底部为 0.8cm厚紫铜板，顶部为 0.2cm厚石英
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玻璃。紫铜板下方由可调功率的铸铝加热板加热，石英玻璃上方为一个水冷盒，

冷却水管通过旋转接头和实验室的冷水机及潜水泵连接，基本做到了底部均匀加

热，上部均匀冷却，侧壁绝热。温度测量由 2支铂电阻探头完成，一支涂装导热

硅脂后插于铜板侧面的孔中，另一支用导热硅胶贴于石英玻璃下表面。仪器的设

计参考了 Sakai等人的工作（2003）。

实验进行时，首先启动加热板和冷水机使水槽上下温差达到基本稳定，随后

向水槽中注入示踪粒子，立即开动转盘以免粒子大量沉积于铜板表面。流体的垂

直剖面被绿色线激光照亮，水平剖面被红色线激光照亮，流场分别由佩戴对应频

率滤光片的单反相机拍摄。其中负责俯视拍摄的单反相机搭载在步进导轨上，以

约 10s为一个周期做上下扫描。当流场为准定常时，可由此获得红绿激光交平面

上涡旋的准三维速度结构。

图 3-2a：旋转热对流实验台 图 3-2a：实验水槽

本次实验在 71035.6 Ra 和 71084.9 Ta 下进行。

3.3 实验结果

图 3-3给出了涡旋的垂直速度廓线，我们看到辐合辐散主要集中在占总高度

约 20%的上下边界附近，远离边界的区域基本观察不到水平散度，垂直速度在离

开水槽上下边界后近乎均匀。涡旋的垂直相对涡度也在边界层附近最大，离边界

层越远涡度越小，呈近乎线性的变化，衰减得比水平散度要慢得多。这与 Veronis

（1959）的涡旋模型不太吻合。由于水槽壁有难以避免的粘接污物，边界附近的

流场很难看清，因而无法验证 Sullivan涡假设的正确定与否。此外，由于 Julien
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等人（1996）的数值模拟并未涉及 regular vortex grid区间，而且我们并未看到涡

旋中央的涡度出现异常（可能是分辨率不够），因而 thermal Ekman layer理论难

以直接用于本问题。

综上，现有涡旋模型与我们感兴趣的平台高速旋转的 regular vortex grid区间

的单个涡旋结构的匹配程度不太高，亟需一种新的模型。由于温度和压强的分布

无法直接获知，我们集中考察水槽中部的涡旋运动学特性，即考察主导流体垂直

输送作用的w，尝试弄清相对涡度和垂直速度两者之间满足怎样的定量关系？能

否由容易大范围测量的垂直涡度反推测量困难的水平散度和垂直速度，并由处在

红绿激光交线上的少量涡旋来验证结果？

3.4 涡旋结构建模

由于涡旋的温度结构和压强结构未知，在水平动量方程中遇到难以回避的压

力梯度立项，垂直动量方程中遇到浮力项。为了规避温度和压强这两个难以做大

范围测量的量，我便想到采用涡度方程，而涡度方程的垂直分量中既不包含温度

也不包含压强，是研究运动学量间关系的较好平台。下面尝试利用简化的垂直涡

度方程，在 Ekman层状况未知的情况下建立边界层外涡旋结构的解析模型。
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图 3-3：垂直速度廓线 图 3-4：垂直相对涡度廓线

图 3-5：低层水平流场（填图为相对涡度）

3.4.1涡度方程各项量级比较

定常流的涡度方程垂直分量可写为：
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利用不可压连续方程和涡度散度为 0的性质，将平流项和扭转项改写为通量

形式，以便后面说明涡核的含义：
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通量形式的水平涡管扭转项实质由原水平涡管扭转项和垂直涡度对流输送

项共同组成。考虑到涡旋沿垂直轴近乎对称，只考虑径向变化的方程在柱坐标下

的表达式为：
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其中：
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方程中各物理量表示的是涡核附近的平均量。

现给出各物理量及算子的量级。

表 3-1：特征量量级

由于径向速度较小而难以测量，其尺度由连续方程估计：
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表 3-2：各项量级
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66

需要说明的是，
z
wf


的量级在边界附近较大，远离边界处较大，量级不好

估计。对于，相对涡度的垂直扩散项，由于其量级较小，而且实验表明涡度随高

度呈近乎呈线性变化，故这项略去。保留其余的水平涡管扭转项、涡度水平通量

项、水平涡度粘性项和地转涡度的散合项四项。我的思路是尽量保留多的项，但

想办法简化每一项的形式并寻找其内在联系。

3.4.2方程简化与定性讨论

我们定义涡核为包含涡旋涡度的圆柱形区域，将涡度方程在圆柱的每一

层上取平均：

)()]([ 2
2

R
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z
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z
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z
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(3.4.5)

之后为方便将略去 bar。定义 R为“涡旋有效半径”，用于衡量入流区范围。

我们想办法将变量都用 )(zww  来表示，为此做几点假定：

（1）假定涡度随高度的变化是线性的，满足函数：

zz  
(3.4.6)

（2）假设在涡旋中心附近，散度在涡核内是均匀的，即径向速度 rV 随 r呈线性

变化，其大小由连续方程给出：

z
w

r
V

r
V

r
V rrr








 2 ，
z
wrVr 



2 (3.4.7)

（3）假设涡核内涡度时均匀的，切向速度可由垂直涡度给出：

量级 1e-6 1e-2 1e-1 1e-6 1e-9



67

rzrV z
t 22




(3.4.8)

（4）考虑到涡旋呈正、反号交替分布，我们用五点有限差分方法来近似水平粘

性，

图 3-6：粘性项近似计算方法示意图

可得 zzz L
  2

2 8
， 为常数

（4）假设：:
Lr

zz  2





（5）假设涡旋有效半径为：
4
LR 

理由是， 2/L 对应涡旋边界到涡核距离，而入流区应当在涡旋边界和涡核中

间部位最强，故取 4/L 为涡旋有效半径。

为了方便说明各项的物理意义，我将通量形式的涡度方程化回平流格式：
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(3.4.9)

（1）涡度平流输送项：
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(3.4.10)

（2）涡度对流输送项：

 w
z

w z 

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(3.4.11)
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（3）水平涡管扭转项：
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(3.4.12)

（4）相对涡度散合项：

z
wz

z
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z 



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(3.4.13)

（5）地转涡度散合项：

z
wf



(3.4.14)

（5）粘性项：

0,2   zz (3.4.15)

我们发现涡度垂直输送和水平涡管扭转项仅差一个系数，前者对涡旋的涡度

有正贡献，后者为负贡献，而且前者作用强于后者。涡度平流输送项和相对涡度

散合项也仅差系数，表明涡管拉伸（收缩）时会增强入流，有负涡度平流。粘性

项总会削弱涡度。地转涡度散合项在出发边界附近会带来正涡度，在到达边界附

近带来负涡度。由此，我们将各项在涡旋不同部位的贡献总结为下表，“前半程”

表示微团在出发边界所在半平面，“后半程”为它在到达边界半平面；填有相同

颜色的项表示数值仅差系数。

表 3-3：涡旋不同区域中各项符号（定性分析）

前半程 后半程

实际值 绝对值 实际值 绝对值

涡度平流输送 - - + -

相对涡度散合项 + + - +

涡度对流输送 + + - +

水平涡管扭转项 - - + -
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我们的定性分析是，离边界流在边界摩擦作用下发生强烈的涡管拉伸，流体

水平辐合产生上升运动，垂直涡度从边界附近向流体内部输送，但空间不均匀的

上升运动将水平涡管部分扭转到垂直方向而减弱涡旋运动，同时水平摩擦也将涡

度不断地耗散，几种作用平衡导致涡旋呈螺旋状。几种作用的定量关系如何？

3.4.3方程求解

原方程可写为：

0
4
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 z
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(3.4.16)

为简化求解，定义 
3
4' ， ff

3
4' ，并带入

4
1


L
R

，方程变为：
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 z
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经移项可得：

0
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 z
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zhdz
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(3.4.18)

其中： ')( 21 fzzcczh  
(3.4.19)

注意到这是一个线性非齐次常微分方程，可用常数变易法（李忠等，2009）

求解，解的形式为：
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(3.4.20)

其中 ]
'
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zq

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积分，并设 00 z 可得：

地转涡度散合项 + + - +

粘性项 - - + -
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进一步定义“地转标高” /'* fz  ，可得：

C
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(3.4.22)

在本次测量中， 9.43/47.3' f ， 10 ， zz  49.0* ，因此可做近似：

*
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可得：
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另一方面：
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两者相乘可得：
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(3.4.26)
令 0z ，可得： 0)0( wCw 

(3.4.27)

解还可化为：
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我们看到，解呈现以 '2/0 wz  为极值点的抛物线形，抛物线顶点向出发边

界方向偏斜。为方便进行物理解释，我们引入表征惯性力和科氏力相对大小的局

部 Rossby 数和表征粘性项水平部分和科氏力项相对大小的整体水平Ekman数：

*2
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zffL
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
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3
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z
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(3.4.29)

解可写为： )1()( 0
2 RowzEzw kL  

(3.4.30)

3.4.4涡旋结构的一种解释

图 3-7：模型估计的水槽中部垂直速度廓线 图 3-7：涡旋结构示意图

由于并非边值问题的解，在已知 z 廓线的条件下，要想定出 w的廓线还需

由实验测得某一点的 w来定下积分常数。因此，这一公式主要给出了 w随高度

变化的基本特征。我们可以得到以下推断：

（1）如果从底板到顶板 w函数的绝对值呈现中间大，两边小的形状，那么

该公式的结果意味着 w的极值点所在高度将更接近刚离开的边界，即下沉流廓
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线存在偏度。不过由于 w变化的量级较小，在测量中较难看到垂直速度随高度

的变化。

（2）线性涡度分布是如何维持的呢？如果下沉流廓线的确有偏度，微团开

始下沉后，涡管首先经历了强烈拉伸，大量地转涡度“转变”为相对涡度，随后

开始缓慢收缩；另一方面，由于 w的绝对值快速增大，涡管扭转涡度对流输送

保持在较高水平（即便受到水平涡管扭转的削弱），可以靠它弥补涡管收缩造成

的相对涡度损失。当团接近底板后，涡管以比较缓慢的速度收缩，而由于 w较

小，涡度对流输送也比较弱，因此涡度线性廓线也能维持。为此，我们将各项在

不用高度处对涡度的贡献总结如下：

（3）平台旋转越快（对应 Ro和 LEk 越大）,w在中层附近的变化就可能越小。

但是，涡旋平均距离 L也会减小，结果又不确定性。

（4）流体粘性越大，廓线弯曲可能越厉害。

3.4.5模型的问题

在假设方面，许多参数仍需调整，如：涡旋有效半径R、Raileigh形式的涡

度耗散项以及刚性涡核假定中散度和入流速度的关系等。

在结果方面，本模型仅给出了垂直速度w随高度的变化特点，由于未考虑上

下边界条件，故未能给出其量级。由于实验中垂直速度不够精确，尚无法将模型

结果和实际做对比并给出评价，待我的数值模式完善后考虑用模拟结果来验证。

3.4.6补充：计算W0的可行性

求解中间层的垂直速度 0w 需要额外的条件，我想到用现有的边界层模型为

本文中的中层模型提供上下边界条件，争取仅用方便测量的垂直涡度廓线推断出

垂直速度廓线的全貌。我试验了经典 Ekman理论，但明显低估了 0w ，下面介绍

过程。

经典 Ekman层理论从 Boussinesq近似下仅考虑压力梯度力、科氏力和垂直
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摩擦的正压方程组出发：
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在正压情形下 0' h ，因而 0')'1(
00
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，即压力梯度

力不随高度变化。将坐标轴的 x轴旋转到地转风方向，水平速度解（Holton等，

2004）为：
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其中 fhE /2 为 Ekman长度，边界层高度 Th 定义为边界层内风速达到地

转风的高度： ET hh 

有了水平速度解，用不可压连续方程求边界层顶垂直速度：
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(3.4.33)

该式表明，边界层顶垂直速度（抽吸速度）正比于相对涡度，Ekman长度越

大（运动学粘性系数越大，地转涡度越小），同等相对涡度能对应越大的抽吸速

度。

我尝试将测量到的线性相对涡度廓线延伸到距上板 Th 高度处，计算这里的

垂直速度，再算出 0w 并与实测值比较。考虑到本模型解关于中层近乎呈轴对称，

暂且忽略与Ro有关的那部分：
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代入 mhE
4104.7  ，算得 smw /105.3 4

0
 ，是实测值的 40%左右，且

表达式右端第一项（与抽吸强度直接相关）的贡献为 smw /108.1 4
0

 。由此

可见，正压线性 Ekman层理论低估了垂直速度。

关于低估的原因，我认为可能应将斜压性考虑到 Ekman层中，因为斜压性

会带来围绕涡旋的切向涡度而对应垂直运动，或许可提高对 0w 的估计。Julien等

人（1996）的 thermal Ekman layer 理论能否运用还需进一步考察，因为它以

Gaussian bump形状的温度场计算出的涡旋中心存在窄而强的逆向流动在实验中

未观察到。我们也可尝试引入Wu等人（1982）的地转动量近似理论。他将离心

力考虑到 Ekman层理论中，建立了，说明了离心力会使气旋（反气旋）边界层

变薄（厚）、抽吸变弱（强）。然而，该修正仅可能有助于研究水槽上下边界附近

流动的差异，与整体垂直速度低估这一问题关系不大。

综上，用相对涡度廓线估计 0w 进而是 )(zw 的方法仍待探索。

4 总结与展望

本文介绍了作者做的两项工作：涡度-速度法数值模式研发及旋转热对流涡

旋结构的建模。由于数值模式仍待进一步检验，我没有用模式输出结果来验证我

提出的涡旋结构模型。

在旋转热对流涡旋结构研究方面，我提出了一种描述流体中部垂直速度和垂

直涡度关系的涡旋模型。平台高速旋转时，热对流存在 regular vortex grid区间，

流场的主角是一个个准定常的直立涡旋，他们承担了相当部分热量和质量的输送

与交换工作。由于流场沿垂直方向的变化小于水平方向变化，用多个剖面的水平

速度测量即可完成对流场概貌和涡旋结构的考察。然而，这种测量方式无法直接
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获得垂直速度，而垂直速度既是涡旋运动学的一个重要参量，也是确定涡旋输运

能力的重要因素，亟需开发一种由水平速度场（实质是垂直涡度）推断垂直速度

的方法。为了规避难以测量的温度和压强，我们通过建立简化模型理解垂直速度

与垂直涡度间的联系。在涡旋模型方面，我首先考察了已有涡旋模型，发现它们

仅适用于特定的参数区间或流场区域。对于我们感兴趣并进行实验测量的高速旋

转状态下 regular vortex grid区间的涡旋，发现垂直涡度随高度呈线性变化，几类

模型都不太适用，为此我针对这一区间内远离边界的区域提出了一种涡旋垂直速

度廓线模型。模型的出发方程为仅略去涡度倾向项和垂直粘性项的垂直涡度方

程，我尝试将各项简化以寻找其内在联系，并将化为仅含有垂直速度w的方程。

我利用涡核散度均匀假设建立了入流速度 rV 和w的关系，利用涡核垂直涡度均匀

假设建立了切向速度 tV 和垂直涡度 z 的关系。随后，利用实验中观察到的 z 随

高度线性变化的特点，将 tV 表为 z的函数；将 rV 表为w的函数。方程中其他各项

皆可表为 tV 和 rV 的函数，因而方程可化为以w为未知量、z为自变量的常微分方

程。方程的解呈现在 z方向有一定偏度的抛物线形，在靠近涡旋出发边界的区域

w较大，反之则较小，似“鸭梨”。这一解析解表明，垂直涡度随高度的线性变

化是各项平衡的结果。在涡旋离开边界时，涡管拉伸增强了涡度，底部强涡度经

由对流输送不断向远离边界位置补充，而径向涡管的扭转和周围较弱涡度的水平

输送则来削弱涡度，达到平衡。这一模型的主要缺陷是包括摩擦作用在内的许多

参数为估计得到，在使用时需调整。模型的遗憾是仅给出了垂直速度随高度的变

化状况，由于缺少上下边界条件而未能估计垂直速度规模。为此，我尝试将垂直

涡度廓线代入经典 Ekman理论以计算边界层顶的速度，但与实测值比较后发现

有明显低估，说明经典 Ekman理论可能不适用于水槽边界层建模，尚需引入其

他模型。

在数值模拟方面，我自己动手完成了一个MPI并行的涡度-速度法模式。进

行了以下技术小改进：

（1）有限体积法用进了MAC网格的涡度-速度法。我把用限体积思路导出
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了离散型式涡度-速度法 N-S方程组，对扭转项采用了较高精度的分段线性插值

方法而同时未引入其他点，同时未改变物理量局地性，在隐式时间积分和 MPI

并行计算时仍比较方便。

（2）我将Huang在二维非等距网格下证明的Cauchy Riemann关系推广到了

三维非等距情形，给出了对应的差分算子。

（3）在边界耦合的矢量泊松方程解法上，我在 Naplito非跳点多重网格的基

础上设计了MAC网格上的多重网格法。我将 4个细网格“MAC方体”组合为

一个粗网格“MAC方体”，给出了不同网格间的嵌套策略；我还以“细网格是粗

网格的缩小版”为思路，设计了不引入额外散度的插值和限定算子。在等距网格

下算例下，3重网格可加速到无多重网格的 50余倍。在同样条件下，非等距网

格时多重网格法误差经历短暂速降后即放缓了下降速度，效果不佳；我分析后发

现误差难以下降源于粗网格误差未被抑制，于是在迭代初期加强了粗网格迭代而

维持了较多步数的误差速降，当“误差瓶颈”到来时，通过设定判据转入非多重

网格法完成剩余迭代，总体上仍使迭代加速了 4倍左右。然而，非等距网格时

Jacobi迭代法在收敛前都会保留一定散度，这使得误差限宽松时也会引入一定量

散度，需改进。

（4）我对模式做了MPI并行化，将求解区域分块以分布式计算、分布式存

储。我进行了热泡算例，在 CPU数量方面，80个 CPU最多可加速 24倍左右，

CPU数量增加基本不降低并行效率；在计算规模方面，网格分辨率越高并行效

率越低，但达到 3240 后并行效率基本不再降低，这块仍需改进。

在模式检验方面，我对热流量方程进行了刚体平流测试，数值频散能控制在

允许的范围内；对动力模块做了方腔流测试，结果和前人工作吻合良好。最后，

我完成了一个旋转热对流数值模拟算例，模式能模拟出对流爆发过程和其后地

涡旋缠卷，不同瑞利数清形下流场差异明显且基本符合认知。接下来考虑做以旋

转热对流为背景的临界瑞利数测试。

由于尚未见涡度-速度法应用于地球流体计算的报道。考虑到涡度-速度法在

不可压缩流动和非惯性参考系中模拟的潜在优势，我打算用它做一个海洋模式，

从刚盖情形做起，未来重点是突破自由面边界条件这一瓶颈（关于自由面附近涡
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度的变化可参考 Lundgren，1990）。
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