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摘要：Rossby 波是由于  效应而产生的大气基本波动，其理论对于天气、气候

学研究都有着深远的影响。地形  效应是实验中模拟行星 Rossby 波的可

行方案。本文主要记述了通过正压浅水方程组建立相应的二维极坐标数值

模式，对于地形扰动所生成的地形 Rossby 波动进行模拟，与地球流体力

学实验结果进行参照。此外对这种地形 Rossby 波动与行星 Rossby 波动进

行对比，探究其中的物理特征。 
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ABSTRACT：Planetary Rossby waves are driven by the beta effect which approximates 

the linear meridional change of the Coriolis parameter. This is a basic concept in 

both atmospheric and climate sciences and has a wide range of applications. At 

the same time, by the conservation of potential vorticity, the topographic beta 

effect can be used to mimic the effects of planetary Rossby waves. In this thesis, 

the numerical methods for the 2D shallow water equations are introduced in the 

first part. This barotropic model is able to successfully simulate not only 

topographic Rossby waves but also the planetary ones. Then the results of the 

numerical simulations are presented in details in the second part. The results of 

both the topographic and planetary waves are compared with each other to 

examine the differences between these two kinds of Rossby waves. These results 

are also compared to the results from existing literature. The physical mechanisms 

behind these phenomena like how the waves are maintained and how the waves 

propagate are discussed towards the end of this thesis. 
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一、 研究背景 

正压浅水方程是一个研究中纬度中层大气正压运动的经典方程，它是由

一般流体运动方程，在均值不可压的假设之后，得到的可以描述整个三维场

运动的二维方程组。在这种假设下整个流场在三维上成准二维运动，不同高

度层上运动均匀一致。在实验室中水槽实验可以较好的模拟这样的运动。这

正是由于水的比热容大，热膨胀系数小，基本满足均质不可压条件。正因如

此正压浅水方程在水文和海洋等学科中运用很广泛，同时在地球流体力学实

验中也被广泛用于模拟大气运动。 

在上个世纪 60 年代到 80 年代 Arakawa 与其他学者先后创建了基于正

压涡度方程、正压浅水方程的有限差分格式，并提出了能量守恒的差分方案，

在当时数值预报地转适应和地转演变的过程中起到了关键作用。 

正压浅水方程在研究大地形对于行星 Rossby 波的激发与维持的研究中

有明显的优势（Arakawa，1981）。在本论文中同样可以体现出，这样的浅水

波动方程，尤其是 1981 年 Arakawa 等提出的位涡、质量守恒的差分方案对

于位涡 f
q

h


 （f 为背景科氏参数， 为相对涡度，h 为液体厚度）有着

很好的守恒性，所以本文就在这里运用浅水波动方程对于位涡守恒所引起的

Rossby 波的生成与传播进行探究。 

地球是以南北极为轴自传的一个球体，这就产生了著名的、在地球流体

力学中起着至关重要作用的科氏力，而且这种科氏力随纬度变化，遵循公式

02 cosf

y a





 


（a 为地球半径，为地球转速， 0 为  平面所在纬度）。

在地球上，科氏力由北极的2变为赤道的 0 再变为南极的 2 。在正压

位涡守恒中 h 不变的情况下 ,f  二者反向变化，也就是说背景涡度变化引起

相对涡度变化。如果有南北方向上的扰动产生就可以激发出大家都所熟知的

Rossby 波。 

与此同时也可以进行这样的一个实验，及用水代替大气，在旋转的水槽

中我们不能够改变背景科氏参数，只能够改变液柱高度 h。但是只要装置设

置得当，我们依然可以通过位涡守恒产生与行星 Rossby波相似的地形 Rossby
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波动，通过这样的地形 Rossby 波的实验模拟，可以简洁的探究行星 Rossby

波的物理机制的核心。Rossby 波的实验模拟在上世纪六十年代的欧美学者中

有所涉及，另外中国海洋大学，以及南京大学大气科学学院也尝试类似的实

验做了很多有意义的工作。本文在比较实验结果的基础上，运用广义坐标系

下的正压浅水波动方程（主要运用极坐标系下的形式）在一定程度上模拟流

体水槽实验的结果。 

之前并没有对于这样一个地球流体实验开发一个简洁的数值模拟方案。

虽然类似的有边界层绕山气流、涡旋的模拟，但这些数值模拟大多采用完全

不可压的涡度方程进行模拟，虽然涡度方程可以略去惯性重力外波的作用重

点关注在 Rossby 波的生成和传播上。相反，正压浅水方程有着更贴近真实

大气运动的物理意义，使得该模式的通用性得到提高。 
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二、 基本原理分析 

在分析地形 Rossby 波以及行星 Rossby 波时，我们通常将如下正压浅水方程

化为涡度方程的形式： 

( ) 0

u u u h
u v fv g

t x y x

v v v h
u v fu g

t x y y

h h h u v
u v h

t x y x y

   
    

   

   
    

   

    
    

    

 

对上面三式化简可得如下涡度方程： 

( )
(1 )( )

d f dh
v

dt h dt

d f d z zs f zs dz
v v V zs

dt z zs dt z z dt





 

  


        



其中可以认为，水

表面的变化相较小，与地形的平流项V zs 相比可以略去，为了方便研究将

分母上的 z 设置为一个平均水深 D，这样上述方程就变为： 

d f
v V zs

dt D


     

Hoskins 在他的中尺度大气流体动力学一书中将上述方程无量纲化，分别阐

述了  效应与地形作用所造成影响的关系。由于采用的方程是从浅水波动

方程出发的，边界层的 ekman 抽吸项也就是旋转减弱项就没有出现在上述

方程中。无量纲化之后的方程为： 

( ) ( )
d

Be v Hi V zs
dt


    （Hoskins et al.，2014） 

其中第一个无量纲数为 beta 数

2L
Be

U


 反映了  效应的大小，另外一个

fL
Hi

UD
 为 Hide 数是 Hide 于 1961 年提出的。 

在没有  效应的情况下可简化为 ( ) 0
d

Hizs
dt

   假设气流初始涡度为

零爬上了一个圆柱形平台，那么就会产生一个负涡度。无量纲数 Hi 的大小

决定了这样的一个负涡度涡旋是否会向下游传播。当 Hi 很大突破临界值时

（如对于正圆柱地形的临界值是 2.0，三角正弦函数型圆锥的临界值为 6.0），

激发的负涡度中心无法顺利向下游传播。在数值试验中采用的 Hi=0.9，Be=3.0。
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再这样的一组无量纲数下，地形所激发的若干涡度中心可以自由的向下游传

播。（Hoskins et al.，2014）。与此同时在  平面下或者等效的地形  平面下，

向下游传播的涡度中心会与背景场作用出一系列的波动。其中了快波以惯性

重力波为主，而慢波主要是以 Rossby 波或者地形 Rossby 波动为主。惯性重

力外波在通过一个显著的山地之后就会表现出来，其传播速度非常快可用

2Cp f gH   表示其速度大约为 1.88m/s（转盘转速为 6s/cycle）。相速度

很快且双向传播在半径 0.6m 的区域 1s 左右就可环绕一周（双向）。之后就

会出现一系列的 Rossby 波，主要为 beta 效应强迫产生。如果是科氏力参数

f 随半径变化则可以认为是行星 Rossby 波动，随半径变化的地形造成的相对

涡度变化而产生的 Rossby 波动则认为是地形 Rossby 波，表达式为
f zs

H r







（H 为液面平均厚度， f 为科氏参数，zs 为地形高度）。其相速度为

2pC
k r




  群速为

2gC
k r




  。其中以群速传播为主，而且最主要的能

量集中在驻波
r

ks



 上。之后会详细的展开讨论。 
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三、 实验方案 

地球流体力学实验中我们用旋转的水槽来模拟地球的科氏力。但是在实

验室的条件下无法人为使科氏力随半径变化，添加斜面地形通过地形随半径

的变化，运用位涡守恒的方式产生地形 Rossby 波来模拟行星 Rossby 波动是

实验室进行 Rossby 波动模拟的可行方案。地形产生的 beta 效应在前文有过

说明。在模拟背景西风基流时，用以一定速度逆时针旋转转盘达到刚性稳定

之后，再减速产生逆时针方向上的等角速度的背景基流，例如速度差在实验

中取 0.105rad/s,或 0.206rad/s，减速后转速一般为 0.733rad/s。（周昂 卓静

怡，2016）下图为实验水槽设计图和在锥面地形之上添加的地形扰动的示意

图。 

 

图 1，实验左上图为实验所用水槽的设计图，右上图为真实的水槽（水槽高

20cm，半径 30cm 底面锥面的底角为 15 度，内半径为 5cm），左下图为水槽在盛满水

的情况下在在转盘上的实验演示图，右下图为水槽中添加扰动源的水槽示意图。 

 

在这样的水槽的不同半径位置均可添加直径 2~4cm 大小的用特殊橡皮

泥制成的扰动源，这样他们就可以在背景基流中为 Rossby 波提供外强迫，
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之后会对实验结果进行讨论。 

建立数值模式对该转盘进行数值模拟，以期模拟出实验现象。在数值模

式先按照旋衡风的公式建立自由面高度与切向速度平衡的初始场尽量让法

向速度为零（在后文模式的初始场中有较详细的讨论），例如数值实验中 

可以取 0.0063rad/s、0.0126rad/s、0.0189rad/s、0.0252rad/s，减速之后的稳

定转速为 0.6283rad/s，与流体实验相近，但是在速度差  上模式与实验

有差距。数值模式中主要是出于对于稳定性的考虑选取的  较小，而现实

的实验中由于受到侧边界摩擦、底面摩擦、流体粘性三个方面的能量损失，

在减速之后流体会很快向的稳定转速趋近，这样创造的背景基流就会逐渐减

弱甚至消失。南京大学周昂等在其实验中阐述了这一速度衰减关系认为可以

用经验公式 ' k    认为 k 可以取 0.28。虽然这一经验公式还有待进一

步的探究，但是其明确表示了速度确实存在很大的衰减。那么为了保证背景

基流的量级，将角速度差选得很大也就是自然地选择了，并且如果乘以比例

系数 k，这样实验与数值模式角速度差的大小量级是相同的。 

在模式地形选取上考虑到对 Rossby 波长时间的积分的稳定性，选取的

地形大小和形状必须谨慎。在模式中建立如实验一样的圆锥形底面，并在基

础上添加地形扰动，或是随半径改变科氏力参数 f 的大小，就可以在圆环形

水槽区域内实现对于地形 Rossby 波，或是行星 Rossby 波的模拟。 
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图 2，四幅图都是半径为 60cm 的圆锥形底面，底角均为 15 度四幅图分别代表了

四种扰动地形，左上为体积较大的三棱锥，右上为体积较小三棱锥，左下为高度按照

指数形式分布的山地，右下为在所有半径出添加的三角函数形的凸起。 

 

不同的扰动源对于模式模拟的稳定性与准确性都有影响，产生的地形

Rossby 波的结果也有不同，在探究产生 Rossby 波数与地形扰动原位置关系

时就会提到。 
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四、 模式的基本构建 

(一) 基本方程组与广义坐标系 

采用了极坐标系下的正压浅水波动方程： 

2

1 1
( ) 0

u u v u v z
u fv g

t r r r r

v v v v uv g z
u fu

t r r r r

h h v h ru v
u h

t r r r r r



 

 

   
     

   

   

     
   
    

         

 

转换为广义坐标系下的正压浅水波动方程： 

1 2

1 2 1 2 1 2 1

1 2

1 2 1 2 1 2 2

2 1

1 2 1 2 1 2

[ ( )] 0

[ ( )] 0

1 1
( ) 0

H Hu u u v u u v g z
v f

t H r H H H H H r H r

H Hv u v v v u v g z
u f

t H r H H H H H r H

H u H vh u h v h
h

t H r H H H r H H

 

  

 

     
      

     
     

      
     

    
    

    

根据

拉密算符定义： 

1 21,r
dldl

H H r
dr d




     

利用地图放大倍数 

再这样的情况下如果用 r 充当 y 轴用充当 x 轴，所以 ,dx dr dy d   

因为地图投影的定义： ,
x y

dx dy
m n

dl dl
   

,x yl l  分别为x,y轴表示的实际距离  

因此有
1 2

1 1 1
, , 1,x r yl l l l m n

H H r
       

这样原始方程组可以写成带地图投影的形式： 

1 1
[ ( ( ) ( ))] 0..........(1)

1 1
[ ( ( ) ( ))] 0..........(2)

( ( ) ( )) 0.........................

u u u z
mu nv v f mn u v mg

t r m r n r

v v v z
mu nv u f mn u v ng

t r m r n

h h h u v
mu nv mnh

t r r n m

 

  

 

     
      

     

     
      

     

    
    

    
............(3)










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改写成通量形式的方程组 (1)* (3)* ,(2)* (3)*h u h v   

1 1
* ( ( ) ( ))f f mn u v

m r n

 
  

 
 

( ( ( ) ( )))

* 0

( ( ( ) ( )))

* 0

( ( ( ) ( ))

u h u u u h v h u v
h u mhu nhv mnu h

t t r n r m r n m

z
f hv mgh

r

v h v v u h v h u v
h u mhu nhv mnv h

t t r n r m r n m

z
f hu ngh

h u h v h u v
mn h

t n r m r n m

  

  



 

       
      

       


  



       
      

       


  



    
   

    
) 0













 


进上式可化简为 

[ ( ) ( )] * 0

[ ( ) ( )] * 0

[ ( ) ( )] 0

hu hu hu z
mn u v f hv mgh

t r n m r

hv hv hv z
mn u v f hu ngh

t r n m

h hu hv
mn

t r n m



 



   
        


   

    
   
  

     

 

变为通量格式的差分方程（田永祥 等，2010） 

, , , , , ,

, , , , , ,

, ,

[ ( ) ] [ ( ) ] * 0

[ ( ) ] [ ( ) ] * 0

[( ) ( ) ] 0

r
t r r

rt i j i j r i j i j i j i j

r
t r

t i j i j r i j i j i j i j

r
t

t i j i j
r

hu hv
hu m n u u f h v m gh z

n m

hu hv
hv m n v v f h u n gh z

n m

hu hv
h m n

n m







 








    





    


   


 

(二) 讨论差分格式稳定性 

先将方程线性化之后，在带入标准波形解。为了与径向变元 i 作区分，

虚部为大写 I，往后有可能不一致 

( )

( )

( )

n t I ki r lj

n t I ki r lj

n t I ki r lj

UB eu

v VB e

h HB e







   

   

   

  
  

   
   
   

 

在时间上选用欧拉后插，可得差分方程如下 h为整个流场的平均高度 
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1 1 1

, , 1, 1,1

, ,

1 1 1

, , , 1 , 11

, ,

1 1 1 1

1, 1, , 1 , 1

1

, , 1, 1, , 1 , 1

, ,

0
2

0
2

(
2

n n n n

i j i j i j i jn

i j i j

n n n n

i j i j i j i jn

i j i j

n n n n

i j i j i j i j

n n

i j i j i j i j i j i j

i j i j

u u z z
fv m g

t r

v v z z
fu n g

t

u u v v

h h n n m m
m n h

t r



  

 

  

 

   

   



   

 
  

 

 
  

 

 


 
 

0
2 




 

将标准波形解带入略去地形效应（也就是 h=z），之后同时除以

( )I ki r lje   
可得到方程组 

1

1

1

1
sin 0

1
sin 0

1
( sin cos ) ( sin ) 0

B Ig
U Vf H k r

t r

B Ig
V Uf H l

t r

B Ih h Ih
H U k r k r V l

t r r r













 
   

 



   

 
 

      
  

 

得到方程（上面方程组中运用了 1
1,m n

r
  ）：

1
3

1
2 2 2

2 2 2

1
( ) cos sin

sin sin sin sin

1
( )( cos sin sin sin ) 0

B fh Ig
k r l

t r r

Ig Ih Ig Ih
f l k r f k r l

r r r r

B h Ig gh gh
f k r k r k r l

t r r r r




 
 









  

 

     
   


        

   

进一

步化简得到 

1
2 2 2 2

2 2 2

1

1 1 1
( ) [ ( sin sin ]...

1 sin
( ) ................................................

sin

B
f gh k r l

t r r

B f r l

t r k r












 
        


    

   

实部方程

虚部方程

设

2 2 2 2

1 22 2 2

1 1 sin
= ( sin sin =

sin

f r l
f gh k r l

r r r k r




 

 
     

   
， 由实部方程可得

1

1

1

1
B

i t


 
；虚部方程可得 2

2

1

1
B

t


 
 

可以说对于欧拉后插格式实部方程结果肯定是稳定的，但是虚部方程

结果由于
sin

sin

l

k r




正负并不确定，所以要求

r
f t

r 





尽可能的小以保证稳

定。另外由于是欧拉后插方程第一步前插估值为绝对不稳定，可能随着积
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分估值与真值相差加大导致迭代不收敛。 

下面对中央差进行讨论，同上只是将上述时间部分进行替换方程变

为： 

1
2 2 2 2

2 2 2

1

1 1
( ) [ ( sin sin ]...

2

sin
( ) ................................................

2 sin

B B
f gh k r l

t r r

B B f r l

t r k r












 
        


    

   

实部方程

虚部方程

同样

2 2 2 2

1 22 2 2

1 1 sin
= ( sin sin ) =

sin

f r l
f gh k r l

r r r k r




 

 
     

   
，  

得到方程 2 2

1 1 1 2 2 22 1 0 2 1 0B i t B B t B        ，  

解出 2 2

1 1 1 2 2 21 ( ) 1 ( )B i t t B t t              ，  

使 1 1B  这需要
2

1( ) 1t   此时

2

2 2 2

2 2 2

1

1 1
( sin sin )

t

f gh k r l
r r




 

   
 

分母取最大值时

2

2

2 2 2

1

1 1
( )

t

f gh
r r 

 

 
 

本实验中
2f 的大小与后一项相比可忽略最后可

大致得到 0.005t s  。其中网格格距越大，平均液面高度越浅，其时间步

长可取的越长。 

对于虚部得到的方程由于 2 为正实数，当
2

2 2 21 ( )B t t      

时，定会有 2 1B  。所以就要求 r
f t

r 





尽可能的小。 

为了精确模拟进一步提高分辨率，在不加入圆锥形底面地形的条件下

取 0.005, 0.2r r h     ，背景转速为 6s/cycle，这种条件下根据理论上

0.025t s  。 
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图 3，上一组的三张图为水深 H=0.2m、时间步长 dt=0.002s 时，相对总质量、相

对总动能、相对总涡度随时间（单位：秒）变化的情况，下面一组图为水深

H=0.2m，dt=0.001s，是与上面相同的三个量随时间变化的情况。 

 

实际上当 dt=0.0025s 时只能积分 50 步，不能完成对 Rossby 波这一慢波

长达 600s 的模拟，当 dt=0.002s 时，可以进行 100 步积分，也不能完成计

算。当 dt=0.001s 时，可以进行正常的运算在进行到 620s 时，能对实验现象

进行模拟，但是还是出现了数据的迭代溢出，之后出现不稳定性。所以说在

极坐标系下，上文稳定性讨论中虚部 B2 造成的误差增长依然是非常可观的。 
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接下来根据公式 2

2

2 2 2

1

1 1
( )

t

f gh
r r 

 

 
 

当我们升高平均液面深度

H=0.4m 时其理论上 0.0018t s  ，这里还用步长为 0.001s 进行积分我们得到

如下结果。 

图 4，以上三幅图为在 H=0.4m，dt=0.001s 的条件下，相对总质量，相对总动

能，相对总涡度随时间变化的结果。 

 

我们看到由于 2c f gH  液面升高之后惯性重力外波的速度是原来

的 2 倍，稳定的时间步长也有所缩短。如果要进行两分钟以上时间的模拟

还是要讲时间步长控制在理论限制的 50%以下。另一方面为了确保模拟稳定

进行，就应当限制就重力外波的传播也就是再设定初始场时液面不应过高。

所以在本文的数值模式中所采用的时间步长为 0.0005s 

 

(三) 实验差分格式的选择 

直接采用 A 网格通量格式可以较好的描述浅水重力惯性表面波，但是

其计算误差大且稳定性较差，不能进行长时间的积分。由于要模拟的 Rossby

波群速较小，按照角速度计算为
2

, , 2g gC ks C
ks r u

 

 
     在上文选

取的几个实验的转速差下，准静止波的最大群速度为 0.0504rad/s 至少需要

120s 的模拟时长，才能对现象进行有效地模拟，一般来讲根据上文稳定性的

讨论，要想进行长时间的模拟其时间步长要小于理论值的 50%。在这个模式

下径向分辨率 0.005r m  ，切向分辨率为 2 /144rad   ，换算成长度范

围在 3 32.2 10 2.8 10m m   。在这种条件下实际上的时间步长选用
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dt=0.0005s，其中很大一部分也是为了准确性的考虑。这样的话就必须进行

至少 240,000 步的积分，在有些组的数值实验中甚至需要积分 1000,000 步

及以上，这就对于空间和时间的守恒性有着很高的要求。 

本文采用总动能、总涡度拟能守恒的正压浅水方成，可以比较好的模

拟正压均质流体通过不同地形所激发和维持的 Rossby 波动。如果选用其他

的方程以及差分形式如果不对格式进行特殊处理，往往尽管总能量守恒，

但是涡度拟能不守恒，出现很强的能量串级，能量在长时间的积分之后集

中在空间最小分辨尺度的波动，这时舍入误差就不能忽略。长时间进行积

分会严重影响结果甚至造成不稳定。例如选用正压涡度方程在雅可比项处

理时就会出现在动能，涡度拟能守恒性上不能全面满足的情况（Arakawa，

1966） 

0 0 0.25

0.39 0.34 0

1 2 4
/ /

2

3

8

.25

0.86 0.78 0.61

0.98 0.24 97 0.91

L t
c

m m
  

 


   

 

 

 

图 5，左图该表表示了在隐式差分格式下，在一定
/

t
c

m








和

/

L

m
的下

模式模拟处的相速度与真实的相速度的比值，右图为模式模拟群速度与真实群速度的

比值，其中不同颜色的线代表不同的的值，激发的 Rossby 波的
/

L

m
一般为 14 左

右（也就是一圈十个波长），虽然在左边的表格和右图中都可以观察到相速度和群速

的的衰减很少。但是在上文提到的几十万次的数值积分之后，每次一点点的衰减都会

造成结果的很大的影响，这样我们取 dt=0.0005，这样在这里整个场平均的

47 10
/

t
c

m





  


这样的情况下就会是每一步的衰减尽可能的少，但具体的减

小对于群速和相速度的衰减不具体讨论，一般认为 10L r   就可以较准确的模

拟。（孙旭光，2015） 

 

为了使方程具备更好的守恒性，这里我们进行一定的推导变换得到采用
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C 网格下的总质量、总涡度拟能守恒方程。下面是 C 网格下变量的分布以及

在此分布下具体的差分方程。 

 

图 6，C 网格变量分布形式其中 u 为径向速度，v 为切向速度，h 为局地液面厚

度，K 为动能，nx 为切向格点数（弧度制），ny 为径向格点数。红色边框区域内是模

拟的真实区域。 

 

标准的模式方程组为 

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) 0

r
r

r

r

r

v U
z K q

t m m

u V
z K q

t m n

z U V

t mn m n











   




   



    
     

    

 

其中： 

,

1

2

r

r

r

r

U h u V h v

u v
K mn

mn mn

mn f
q

mn

v u
mn

m n















 

 
   
     
    
 

  
  
 

    
     

    

 

其中 u，v 与全球模式的 u，v 命名方式不同主要是考虑到柱坐标系下的
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变量命名习惯。 

本模式采用了时间上欧拉后插迭代，空间上总质量、总涡度拟能守恒的

差分方程。另外其形式为广义坐标系形式，通过改变局地放大系数 m，n 来

表示广义坐标系下的拉密算符，
1 1

,
cos

m n
a a

  就可以完成柱坐标系和球

坐标系之间的转换。加入标准 Haurwitz 初始场（Phillps，1959）。下面两组图

是模式运行结果。 

在转换到全球模式时，由于既没有高纬滤波也没有极点处理，所以积分

的区域为南北纬 70 度以内，径向 360 度，空间分辨率为 5 度，时间分辨率

为 150s。从上图看来在积分十八天 41472 步之后依然可以较好的保持初始

的形状。 

 

图 7，上三幅图为标准 Haurwitz 出初始场的结果左中右分别为经向风场（量级

10m/s）、纬向风场（量级 10m/s），高度场（量级 8000m），下三幅图为积分 18 天后

的结果。 

 

 

（三）实验的初值条件与边界条件 
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为了使能量守恒并且是准确的模拟真实流体实验中的边界，模式在侧边

界处也就是图 6 上下两个边界处采用固壁边界条件。 

1 2

1 1 12 2 2

1 12 / 2 2 / 2

1
,

0,

2

n n
n n nr r

n n nr r r r r r r r

n nr r r r r r

h v V
z z t z tmn V vh

r

u u u

v r v

 
 

      

    

 
    

 

  

  

 

可以看出在边界处设定径向速度 u 为零，自由面高度以切向速度 v 的大

小平流。 

本模式的核心目的就是为了探究理想情况下在以地形 beta 效应模拟行

星 beta 效应的浅水水槽中，在特定地形扰动下激发 Rossby 波的情况。在实

验中一般第一步让转盘以一定速度旋转 10 分钟及以上，第二步按照一定比

例减慢转速创造出背景基流。当流体以一定转速达到刚性稳定之后，由于离

心的作用往往形成抛物面状的自由液面，在模式添加初始场时如果不能够让

切向速度与自由面高度相匹配则往往会产生径向的出流和入流，由于目前还

未在方程组中引入粘性系数，结果就会产生比较严重的径向的惯性震荡（通

常表现为比较大的径向速度），严重影响对预期现象的模拟。下面就是对于

高度场与切向速度匹配的初始场的说明。 

根据稳定状态下的极坐标运动方程（此方程为梯度风平衡）

2v h
fv g

r r


 


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图 8，上图为：减速前周期 9.6s 减速，后周期 10s，平均液面高度 0.2m 的初始

场示意图，第一排左中右分别为自由面高度，切向速度，径向速度，第二排分别为自

由面高度和径向速度的沿半径的切片，。 

 

对上式进行一定的数学推导，理论的自由液面表达式为抛物面。如图

8 下排左图所示，模式可以添加的抛物型液面是与理论符合并且稳定存在

的。 

从径向切片的结果可以看到自由液面高度随半径的增加呈抛物现增

加，而且径向速度控制在切向速度的 510 左右，控制在模拟出的地形

Rossby 波的径向速度的 4 310 ~10  ，可以认为在真正的 Rossby 波产生之

前，初始场的径向速度为零。 

选择合适的地形场至关重要，总的而言在水槽的圆锥形底面任意位置，

添加不同形式的扰动地形都可以激发出地形 Rossby 波动。但是不同的地形

造成的波动的径向速度大小不同.过大过高的地形，以及坡度过陡的地形都

会对很多步数的数值积分的稳定性产生影响。而且当研究产生 Rossby 在的
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波长与波数与扰动源位置关系时，过宽和过高的扰动源都会是整场的波动变

得复杂不利于研究。 

 

图 9，以上两种地形就不利于激发稳定的地形 Rossby 波动也不利于模式运算的

稳定性。 

 

(四) 守恒性 

在理论上该空间差分格式可以满足总能量、总质量、总涡度守恒。实

际结果来看在一定时间内，与理论相符合的情况是比较好的。在众多实验

中选取了几组下面是积分 720000 步之后的能量守恒情况。如下图所表现的

情况来看，总动能的变化在 0.005% ，总涡度拟能的变化在 0.004% ，而

总质量的变化维持在 0.00004% 以内，可以看出守恒性是满足要求的质量

的守恒性尤为突出是因为采用了没有法相通量的固壁边界条件。 

 

图 10，左中右分别为相对总动能量，相对总涡度拟能，相对总质量随时间变化

的情况，横轴为时间，纵轴为相对值（算法为后续值除以初始值）。  

 

 

 



 

20 

五、 结果展示与分析 

(一) 结果展示 

采用了径向分辨率 5mm，123 个格点，切向 147 个格点分辨率为

2pi/144rad，模拟的区域内径 5cm，外径 65cm，而实验采用的内径为 5cm，

外径为 30cm，模式之所以采用更大的外径是为了尽可能的减小边界对于波

动传播造成的影响。 

第一阶段进行了 9 组实验，分别为流体深度 0.3m 时：背景转速

0.6283rad/s，角速度差为 0.0063rad/s，扰动源（如图 7,横置的小型三棱柱状）

距中心平均位置为 0.19m、0.31m、0.42m；背景转速 0.6283rad/s，角速度差

0.0161rad/s，扰动源居中心位置 0.42m；背景转速 0.6283rad/s，角速度差

0.0331rad/s，扰动源位置 0.42m； 

流体深度 0.25m 时：背景转速 0.6283rad/s，角速度差为 0.0063rad/s，

扰动源位置分别为 0.19m、0.31m、0.42m、0.55m。 

我们在这里截取部分实验结果进行展示，为了方便起见采用径向速度 u

进行绘图，这一物理量比较能够清楚的反映波动特征。其方向的选择与模式

相同径向向外为正，径向向内为负。 

第一组水深 0.3m，背景转速 0.6283rad/s，角速度差为 0.0063rad/s 扰动

源位置在半径距中心 0.42m 处如下图所示扰动地形用红圈标出。第二组数

值实验改变了扰动源的位置移动至距中心 0.19m 处，水深具体实验参数为

0.3m 时背景转速 0.6283rad/s，角速度差为 0.0063rad/s 扰动源位置 0.19m。

第三组实验为加快转速使角速度差变为 0.0331rad/s 是一、二两组实验的四

倍。这三组实验采用的地形扰动在图 11 有展示。图 13、14、15 分别展示了

这三组实验的结果。 

图 11，左图为第一、三组实验的地形图距中心 0.42m，右图为第二组实验地形距

中心 0.19m，其形状为长 4cm 到 5cm，高 1cm 的三棱锥形凸起。 
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图 12，左上、右上、左下、右下分别为第一组实验在 125s、250s、375s、500s

四个时刻径向速度分布示意图，绘图的数值范围为 -43 10  超出这个范围的视作省

缺值，在图中用白色空白表示或者用深红色填充。黑框表示扰动源的大小和位置。 
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图 13，按照图 12 左上图的红圈方式在半径 0.17m、0.30m、0.42m、0.50m 进行

环形切片结果，不同颜色代表不同位置的切环，红色 0.17m、黑色 0.30m、蓝色

0.42m、绿色 0.50m，这四张分别为（按照图 12 顺序）为 125s、250s、375s，500s 的

模式模拟结果。其中红点为扰动源的位置，y 轴的取值范围为 -43 10  ，可以看到波

动的主要振幅是沿着群速方向向下游传播的。在图中显示是向右传播的波列。 
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图 14，以上四幅图是第二组实验（H=0.3m，  =0.0063rad/s，
=0.6283rad/s，扰动地形的平均位置 0.19m）在 125s、250s、375s、500s 的模式模拟

结果。黑色边框为地形扰动源的大小及位置示意图。 
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图 15，第三组实验，调整角速度差为 0.0331rad/s（实验参数为 H=0.3m， 

=0.0331rad/s， =0.6283rad/s，扰动地形 0.42m 具体情况如图 11 所示），一次分别

为 45s、90s、135s、180s 的模式结果，由于该组背景基流可以在 189s 逆时针方向绕

转盘一周所以只用模拟 180s 的结果就能够满足要求。 

 

我们可以看到以上三组实验明显的展现了模式模拟出的地形 Rossby 波

动的结果，但是存在一个最主要的问题就是地形的扰动源的宽度很窄，只有

两倍格距的宽度，由此会激发出非真实的小波长波动，对于大的 Rossby 波

动造成一定程度上的干扰，表现在图 12 的扰动源位置逆时针方向上，另外

也表现在图 13 红点左侧在 r=0.42m 的蓝色曲线上出现的波长在两倍格距的

锯齿波动这些波动。我们对扰动地形改进改动主要是加大径向的宽度，并且

使其坡度变缓如下图所示。这样改进后的地形可以有效消除上面提到的虚假

的非物理波动， 
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再次进多组实验分别为液面高度 H=0.25 时背景转速 =0.6283rad/s 时，

角速度差分别为  =0.0063rad/s，  =0.0126rad/s，  =0.0189rad/s， 

=0.0252rad/s 四组实验，在 H=0.20m， =0.6283rad/s 又进行了相同角速度

差的另外四组实验。 

 

图 16，连个不同角度表现的，改进后的指数形式的山地扰动地形，在上下两幅

图分别用不同角度展示（在红圈标记位置）具体公式可以表示为

2

tan(15) exp( )m

m

r
zs R h

r

 
   

 
，其中 mh =1cm， mr =5cm，切向方向最大处横跨 5

个格距，径向最大处有 10 个格距。（L.zavala Sanson, 2012） 
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图 17，以上四张图分别为水面高度 H=0.25 时背景转速 =0.6283rad/s 时，角速

度差为  =0.0063rad/s，在 160s、320s、480s、640s 的模式模拟结果，明显的看出

在圆形扰动地形如图中黑圈所示，其顺时针上游地区并没有出现与前三组实验结果类

似的波长在两倍格距左右的非真实波动。 
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图 18，对于图 17 在半径 r=0.17m、0.30m、0.42m，0.50m 处的环形切片结果

（与之前图 13 的方法相同），时间分别对应的是 160s、320s、480s、640s（四个时刻

对应的是图 17）。Y 轴为径向速度大小，范围 -31 10  ，x 范围0~2 ，逆时针为正

向，两个红点代表扰动地形所处的位置。其中我们可以看到扰动地形所在的 r=50m

处的（绿线），扰动源的左侧并没有出现波长为两倍格距的虚假波动。，前三组实验得

到的问题得到了很好的解决。 
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(二) 与行星 Rossby 波对比 

以上四组实验可以较好地表示出地形强迫可以激发出地形 Rossby 波

动，而且根据公式位涡 f
q

h


 在均值正压条件下的守恒原理推出的等效

地形  效应的公式

2

1( ) ( tan15)
rf z zs f

H r r H g


 
   

  验证了数值模式中加

入的底角为 15 度的锥面地形确实可以产生预想的地形  效应，下面的两

组实验将地形  效应所产生的地形 Rossby 波，与改变科氏力参数随半径分

布的真正的  效应产生的行星 Rossby 波动进行比较。这两组采用的参数

为：第五组不改变科氏力参数随半径的分布，第六组使得 f 以

tan(15)
df f

dr H
   随半径线性减小，两组实验采用了相同的背景转速

=0.6283rad/s 时，角速度差为  =0.0126rad/s，液面高度 H=0.2m。 

 

图 19，行星 Rossby 波动实验所使用的地形，其中心径向上距圆心 r=0.35m 的位

置，采用的形状为

2

exp( )m

m

r
zs h

r

 
  

 
其中 mh =0.01m， mr =0.05m 

 

在图 20 中可以看到，既没有加入能够产生地形  效应的锥面地形，

也没有加入行星  效应的第五组实验中，结果为脱离扰动地形所产生的过

山的涡列，并不能产生波动，这就验证了  效应是产生 Rossby 波动的必要

条件。在第六组实验中，由于添加了行星  效应，基本气流经过扰动山

地，下游产生了 Rossby 波动，其产生、传播以及维持的机理与以上地形

Rossby 波动相同，这就是为什么第六组实验的下游 Rossby 波动的径向速度

结果与之前的四组地形 Rossby 波动的实验类似。 
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另一方面根据上文提到的公式 ( ) ( )
d

Be v Hi V zs
dt


    ，

2L
Be

U


 ，

mfLh
Hi

UD
 所添加的地形，第五、六组实验的 Hi 都为

0.71 远小于阻止涡旋从山地脱落的临界值 6.0，所以在图 20 中我们可以看

到涡旋从扰动地形脱落后向下游传播。 

 

图 20，为第五组实验 100s、200s、300s、400s 的模式模拟结果其等值线绘图的

物理量为相对涡度，取值范围为 0.03 1/s，分辨率为 0.003 1/s，红色为正相对涡度，

蓝色为负相对涡度，超过取值范围的按照缺省值处理。 



 

30 

图 21，以上四幅图分别为第六组实验在 100s、200s、300s、400s 的模式模拟结

果。填图要素为径向速度 u，范围 -46 10  m/s，分辨率为 -53 10 ，圆盘半径

1.3m。白色和深红色区域分别为小于或大于范围做的省缺处理。 

 

的六组实验与第五组实验有着相同的液面高度、背景转速和角速度差，

不同的是添加了随半径增大而减小的科氏力参数 f。如图 21 所示产生了与

第五组实验完全不同的结果，其地形下游产生了 Rossby 波动，为了进一步

进行验证我们将我们的结果与文献中的进行比对。 
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图 22，左侧两张图为第六组实验（ E =32.8s，Be=3.8，Hi=0.71）的涡度等值线

图，左上 t=0.915 E ，左下 t=5.95 E ，右侧两张图为正压涡度方程数值积分的结果

（ E =3.0s，Be=3.0，Hi=4.0）细的等值线为涡度，粗实线为流线，右上时刻为 t=1.0 

E ，右下 t=6.0 E 。（Hoskins at el,. 2014） 

 

在文献中，引入旋转减弱周期
 

1/ 2
2

E

D

f



 （这里取空气的运动粘性

系数 6 214.8 10 /m s   ）。其结果以旋转减弱周期的倍数表示。旋转减弱

周期是根据公式 ( ) ( )
E

d
Be v Hi V zs

dt

 



     （

L

U
  为平流时间尺

度）推导出的，其主要表示正、负涡度在向下游传播时在经过 E 时间绝对

值后减弱为原先的 1/e，图 22 的结果实际上是过山产生的涡旋与下游激发

出的 Rossby 波动的涡度场的叠加，第六组实验 Be 与资料中类似，但是 Hi
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相差很多（第六组实验 Hi=0.71，而 Hoskins 书中的例子给出的 Hi=4.0），

Hide 数较小虽然可以有效向下游传递扰动涡度但在一定程度上会对下游波

动的涡度场进行干扰。而 Hoskins 书中的结果由于 Hide 数较大所以对下游

涡度常干扰较小。另外由于浅水波动方程并不能体现出 Ekman 边界层中的

旋转减弱效应，所以过上涡旋向下游传播的过程中强度不变而，如果对存

在旋转减弱效应的正压涡度方程进行数值积分，过山涡旋向下游传播的过

程中会随时间快速减弱消失。 

 

图 23，等效 效应下的第七组实验地形 Rossby 波动的涡度结果（H=0.25m，背

景转速 =0.6238rad/s，转速差  =0.0063rad/s， E =27.8s，Be=3.8，Hi=0.84）左

图时间为 t=1.07 E ，右图时间为 t=5.94 E  

 

我们再来看看地形 Rossby 波的涡度情况，第七组实验选择与第五、六

组实验相同的背景转速与转速差（意味着其背景初始基流以及科氏力参数

是相同的）。选择相近的无量纲时间，可以看到其涡度场与第六组实验和参

考资料的正压涡度方程的结果十分的相似，波动形式基本相同。细节的差

异这里就不进行讨论。总的来说地形 Rossby 波和行星 Rossby 波动基本形

式是相同的，机理也相似。 

 

(三) 与流体力学实验进行比对 
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在南京大学大气科学学院本科创新实验室周昂等，对于地形 Rossby 波

动进行了系统的实验研究。其研究方法在上文已经叙述过了。流体力学实

验分为两大组，其一为改变背景转速观察激发出的 Rossby 波的静止波长的

变化，其二为转速差和背景转速不变改变液面深度观察静止波波长 Ls 的变

化。 

图 24 静止 Rossby 波长随转速变化的理论和实验结果对照（其中实线为理论

值，符合 2 2
2 tan(15)

r k rD
Ls  



 
 


)，△ω取 0.105，D 取 0.1；实点为实验

值，依次为(0.6283,1.295), (0.7330,1.117), (0.8378,0.796), (0.9425,0.800), 

(1.0472,0.636)） 

图 25 静止 Rossby 波长随水深变化的理论和实验结果对照 



 

34 

（其中实线为理论值，符合 2 2
2 tan(15)

r k rD
Ls  



 
 


)，△ω取

0.209，R 取 0.15，ω取 0.733；实点为实验值，依次为(4.0,0.192), (4.5,0.209), 

(5.0,0.210), (5.5,0.226), (6.0,0.217), (6.5,0.233), (7.0,0.232), (7.5,0.258), (8.0,0.259), 

(8.5,0.261), (9.0,0.260), (9.5,0.246), (10.0,0.275), (10.5,0.253)） 

 

 在上文的实验方法中就提到过，由于现实实验中水有很大粘性而且在水槽

的底面和侧面边界都存在很大的摩擦，背景基流就会比设计值u r 

小。经过多次试验得到了经验公式u k r  ，k=0.28。对于这个参数的严

谨性本文作者在此持保留意见，但是至少可以帮助解释上面两组实验的结

果。在数值模式中并没有采用以上两种数据的上展示方式，主要是因为即

使在有着相同的液面高度、背景转速 和  时，扰动源的位置也会影

响激发 Rossby 驻波波长的长短，甚至在完全同一组实验里 Rossby 驻波波

长也会随着半径变化而变化。所以在数值模式的实验中很难找出一个代表

性的波长来代表整个场的驻波波动。流体力学实验由于空间分辨率低，一

般选用扰动源半径左右产生的波动进行测量。 

 

图 26 上排为不同地形 Rossby 波波长对比实验 

Ks=6 Ks=8 Ks=9 

R=0.19m R=0.31m R=0.42m 

R=0.10m R=0.15m R=0.20m 

Ks=4 Ks=5 Ks=6~7 
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（从左到右地形依次放置在距离水槽中心 10cm、15m、20cm 处；统一截取改变

转速后 60s 的图像）。下排图为模式模拟的 500s 的结果，填图要素为径向速度向外为

红色（扰动源放置位置为 0.19m，0.31m、0.42m）。 

 

另外一种研究的思路是在不同的半径位置（如图 26）放置扰动源。在

现实的流体力学实验中可以看到，背景基流、转速、流体高度相同的条件

下，不同位置的扰动源激发的 Rossby 静止波（驻波）波长不同，在数值模

拟的实验截图中我们同样接也可以看到如上现象，接下来我们会在数值模

式数据基础上详细讨论这一问题。 

 

 

(四) 小结 

综合以上数值模拟的结果，对比行星 Rossby 波和文献的结果，我们可

以认为实验和模式的最初设计是成功的。地形  效应确实能够模拟行星 

效应产生 Rossby 波动，产生的 Rossby 波动以驻波为主。 

无论何种地形，在什么位置都能够产生驻波，较快的基流会将 Rossby

驻波波长拉长，使波数减少（图 12 和图 15 对比）。产生的驻波波数与扰动

源位置有关，在扰动源半径范围内驻波波数分布满足 ks
u


 ，与局地水

深、科氏力大小、斜面坡度、半径都有关。具体关系之后会做讨论。 

如果就探究 Rossby 波动形成机制来讲，数值模拟比试验有很多的优

势。数值模式中参数可靠性高，没有流体实验中水受到的内部粘性，内外

壁和底面边界的摩擦影响，能量几乎没有损失可以提供更理想的实验条

件，排除不必要的干扰。另外，数值模式比流体实验有着更高的空间分辨

率，结果定量分析更为精细准确，方便总结分析得出结论。 

 

 

 

 

 

六、 实验现象的理论分析与展望 



 

36 

(一) Rossby 波动的激发与维持机制 

 

图 27，地形 Rossby 波动实验中（H=0.25m， =0.6238rad/s， 

=0.0063rad/s）左 s 上图为加入扰动源 160s 的结果。之后撤去扰动源，后三张图分别

是 320s、480s 、640s 的结果。黑圈为扰动源的位置及大小，黑实线为群速所到达的

位置，四幅图分别为 116 度、231 度、346 度、462 度。 

 

通过图 27，我们可以看到扰动地形的存在是维持 Rossby 驻波的必要条

件，在撤去扰动地形之后，失去外强迫的波动场，整体开始发生频散。可

以看到在驻波群速之前有长波的群速传播，驻波群速之后短波的群速慢落

在后面。另外，主要波动能量集中在驻波波长左右的波动上，随着时间的

进行，模式自身对于波动的频散也表现出来了。如果我们观察图 28 的下图
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以及图 29 到 32 可以看到： 

1， 在半径大于扰动源的位置上波数普遍低于驻波的理论值，也就

是波长长于静止波，导致反向传播相速度大于零，出现顺时针方向上的长

波传导。 

2， 从四幅图的变化来看：虽然本论文采用的是总动能、总涡度拟

能守恒的形式，能够有效抑制波动能量向短波的串级，扰动地形虽然经过

改进，但是其 6 到 7 个格距的径向宽度，还是会激发相应的非真实的短波

波动，如果扰动源自始至终都存在，整个转盘的 Rossby 波动可以看成是扰

动地形对于背景基流造成的受迫振动，主要的波长就会由基流流速与背景

 效应所决定，模式自身波动能量的串级和地形尺度造成的非真实解就不

容易显现出来（如图 28 左下图），当扰动源消失之后其自身的能量的串级

以及频散就很明显了（图 28 上图在 r=0.50m、r=0.42m 的位置上出现非真

实的短波）。 

所以说，背景基流、扰动源（地形、热源等），以及背景  效应（行

星  效应、地形  效应）是稳定的 Rossby 驻波波动的产生的必要条件，

缺一不可。 
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图 28，上图为图 27 右下图的环形截面图。左下图为与图 27 实验参数相同一直

保留扰动地形 640s 的结果，右下图为（H=0.25m， =0.6238rad/s， 

=0.0063rad/s）离散傅里叶变换之后每个半径圆周的功率谱。（横轴为半径，纵轴为波

数，填图要素为功率） 

 

(二) Rossby 波动的切向传播 

无论是数值模式，还是流体力学实验的结果，Rossby 波的切向传播主

要是以群速传播为主，其能量主要集中在 Rossby 驻波波长附近的波动上，

由之前的图 12、14、15、17、21 中无论是地形 Rossby 波动还是行星

Rossby 波动，其波动振幅的主要传播方式是沿着群速方向向波动的下游传

播（在图中为逆时针方向），而在顺时针相速度的传播方向上相速度传播的

波动振幅较小而且波长明显长于驻波。在图 13、18 的环形截面图中可以更

明显的观察到，波动在沿 x 坐标轴的正方向（对应的就是逆时针）传播，
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而向 x 轴负方向（相速度方向）传播的能量较少。根据公式其相速度为

2pC
k r




   ，群速为

2gC
k r




   。对于驻波 ks

r







，其群速度

为
2

2gC
ks r




      可以看到群速的角速度形式与半径的大小无关，

所以说在不同半径位置都以等角速度形式向下游传播，且为实验采用的减

速角速度差的两倍。仔细观察图 18，我们看到在 160s、320s、480s、640s

驻波群速分别前进的弧度为 2.016rad、4.032rad、6.048rad、8.064rad，对

比位置可以总结出：主要的能量以驻波群速大小传递，当扰动源最开始激

发波动驻波的群速抵达之后振幅显著增长。但是并不是驻波群速抵达的同

时振幅增长至最大，而是出现在一个波长之后。据此作者认为驻波的形成

是个波动累加的结果。总之，扰动地形可以同时激发不同波长的波动，但

主要能量集中在驻波上，当波长较长（长于驻波）时，其相速及群速都比

驻波快，先行传播，但是当驻波的群速到达之后，其波动稳定下来形成驻

波。 

 

(三) Rossby 驻波径向分布与传播 

我们对每一圈的径向速度（参见图 12 的红圈截取方式）进行离散傅里

叶变换（DFT）公式如下。 

 

 

1

1

2 2
cos 1

2 2
sin 1

n

k t

t

n

k t

t

k
a u t

n n

k
b u t

n n









 
  

 

 
  

 





 

其中 k 可以取 1,2,3…[n/2]，这样不同波数的功率谱如下计算 

 2 21

2
k k kS a b   

为了与 DFT 波数进行对应，我们在这里对于 Rossby 驻波的研究时采用

驻波波数 ks 这一个单位，与通常的定义的波数
2

'ks
Ls


 不同，这里定义圆

周一圈的波长数目为波数
2

'
r

ks ks r
Ls


  ，又根据 Rossby 驻波波长公
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2
u

Ls 


 ， 

又因为
2

1( ) ( tan15)
rf z zs f

H r r H g


 
   

 
。将 Ls和  的表达式带入

到 ks中可以得到如下表达式： 

2 2

1 2 ( )
( tan15) ( tan15)

( ) ( )

rf r

H g H g
ks r r r

r ru



  
 

  
 

进过计算上式中由离心力造成的抛物液面第一项为地形的第二项的百分之

一至十分之一所以第一项可忽略。 

Ks 便可以写为

2
tan15

tan15 / 2topH R
ks r







。下面至关重要的就是对

于标准高度 H 的赋值，一般来讲都是平均水深（张晓爽 吕红民，2010）

定义为 tan15 / 2topH H R  （其中 R 定义为环形水槽的总半径长度）。然而

这一定义是存在问题的，前人没有发现的原因是因为实际流体实验的分辨

率低，并且一般在扰动源所在圆周测量波长、波数等参数。正确的结果应

当取理论值 tan15*h H r  （r 代表半径长度是个变量）可得 ks 为： 

2
tan15

tan15 / 2 tan15( / 2) 2 1
( ) tan15
1 ( / 2) tan15/

topH R r R
ks r r

H r R H



   
 

   

为了使地形高度 tan15r 与 H 相比有可比性我们将液面改为 0.25m，这样在

r=0.05m 处水深比平均深度浅 0.0871m，这一变化达到平均深度 0.1629m 的

53%，在公式中贡献的成分比 H=0.3m 时打了很多，此时两种理论的曲线差

异更大。 
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下面我们来看一看液面高度在 0.25m 时，背景转速 0.6283rad/s，角速

度差为 0.0063rad/s 扰动位置分别为 0.19m、0.31m、0.42m、0.55m 的实验

结果。 

图 29（上）、30（下），图 28 右下图为不同波数功率谱随半径变化，但是不容易

与理论值作对比较。将功率最大的波数截取出来绘制曲线如图 29、30 所示。扰动位

置 r=0.19m 其中红色的线为采用变化深度的理论值，黑线为采用平均深度的理论值，

蓝线为离散傅里叶变换得到的功率值最大的波数。下面两张图图例相同。图 30，扰
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动位置 r=0.31m 用黑点表示。 

 

图 31，扰动位置 r=0.42m 

图 32，扰动位置 r=0.55m 

 

从图 29 到 32 的横坐标为半径大小，纵坐标为该半径圆周处经过离散

傅里叶变换之后，功率最大的波数。我们可以看到 DFT 结果在四组实验中
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无论是大小还是趋势都与，采用局地水深的驻波计公式

2 1
( ) tan15
1 ( / 2) tan15/

ks r
H r R H




  
的红色曲线更为接近，而与平均

水深的计算公式

2
tan15

tan15 / 2topH R
ks r







的蓝色曲线相差很远。这就

证明了影响波数结果的是局地深度而不是平均深度。 

另外一个现象就是当半径大于扰动地形所处的半径之后，其功率最大

的波数值不会跟随理论值增长，而是出现了波数的截断。例如图 29 到 32

半径大于扰动源（用黑点表示）的位置其功率最大波数 ks 与扰动源位置的

功率最大波数相同，同时图 28 下图也很好的反映了这一问题。 

    为了解释以上现象我们引入极坐标系下的正压涡度方程

0 0
0

0 0

( ) ( ) ' '
( ) ' [ ( ) ] ' ( )

f fv zs h v h
u

t r r H h r H h t r

 
  

 

      
     

        。与第二章

相同，认为自由面的变化与地形的变化相比可以略去，整个场近似水平无辐

散（在上文中与正压涡度方程的数值模拟结果十分接近）。这样我们引入地

转风平衡近似应用对微小扰动的地转风平衡近似
'

'
g h

u
fr 


 


,

'
'

g h
v

f r





,

2' '
g

h
f

   带 入 涡 度 方 程 中 可 以 将 上 式 化 为

2 20 0

0 0

( ) ( )' ' '
( ) ( ) 0

f f f fh v h h

H h t r H h r

 

 

    
      

    
假设

( )' ( ) i m th r e  

得到
2 2 2( ) ' ( ) ' 0

v v
m h m m h

r r r
  


       进一步化简得到： 

2 2
2

2 2

1
( ) 0

m
d d m r

dr r dr r v
m

r






 
      



 

其中
0

0( )
tan15

f zs
B

r H r r


 

 
  

  
，

2 0

0

( )f f

H h








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由于 2 比
m

r

v
m

r






小很多可以略去，这样将上式在扰动源半径 r0 附近展

开取零阶方程。可以得到二阶常系数齐次微分方程，有形成波动解的必要条

件为 '' ' 0A B C      的特征方程判别式 2 4 0B AC  。对于驻波则有相

速 0c
m


  ，可以得到 2 0 0

0

4 1
, tan15

4 tan15

Br f
m B

H r






   

 
，不等式右边第

一项远大于第二项，整个场的截止波数

0

0
0

tan15
tan15

f

H r
m r







，（r0 为扰

动源所在半径）在定义时我们可以看到
( )' ( ) i m th r e   ，m 为切向的波数，

单位对应的是角度，所以说是与所定义的
2

'
r

ks ks r
Ls


  一致，也就是意味

这整个波动长存在一个扰动源位置所决定的径向传播的截止波数。解释了图

29 到 32 在比扰动源半径还大的地方波数停止增长。这与 Rossby 波动的最

大经向传播波数有着很大相似之处。 
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七、 总结 

正压 Rossby 波动是大气中最为经典的波动之一，其物理含义十分清晰

而且科氏力随纬度变化的  效应是地球流体力学所特有现象，这样的波动

在大气和海洋科学上应用十分广泛，也是很多如大气动力学、气候动力学

的基础之一。这种波动理论早已被前人研究的很深入，在刘士达的大气动

力学中，对其相速度、群速度波动的经向传播、波动传播的大圆理论、垂

直传播，波动能量的变化等等进行了很深入的讨论（刘式适 刘式达，

2011）。但是这种理论是抽象的对于 Rossby 波基本理论的具体的实际物理

图形的研究在某些方面是虽然不能说是空缺的。主要的成果集中在上个世

纪六、七十年代，没有应用现代的图像分析和记录技术，可以说其结果并

不是很直观。总而言之 Rossby 波动理论，与实际大气中的探测数据、现象

之间的实验、模拟的桥梁并没有很好地建立起来。这里讲的实验、模拟的

特点是指突出 Rossby 波动的物理本质，同时不像实际大气观测的数据一样

夹杂太多复杂的干扰因素。这就是本文研究的主要背景。 

但是在实验室的地球流体力学实验一般是通过旋转的水槽实现的其地

转科氏力可表示为两倍的背景转速 2f  ，但是统一的背景转速并不能够

模拟行星  效应，即科氏力随半径改变，所以说必须采用其他方法。这样

根据位涡守恒原理我们用地形  效应（吕克利 等，2014）替代不能够实

现的行星  效应，就可以在圆形水槽中实现对于 Rossby 波动的模拟，实验

的结果可以参见中国海洋大学张晓爽等和南京带血大气科学学院周昂等做

的流体力学实验。这样的流体力学实验可以探究  效应、背景基流u 与激

发的 Rossby 驻波的关系。水深和背景转速的变化又可以改变  效应的大

小。于是在流体力学实验中广泛采用控制变量设置对照组的方法来对

2
u

Ls 


 、 ks
u


 这两个公式进行探究。但是这样的流体力学实验

也存在很多问题比如： 

1，水本身存在粘性，在侧边界和底面边界都存在摩擦作用，会使得通
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过减速所获得的背景基流随时间衰减很快，这就意味着 30s 之后的实验现

象就会与预设值偏差很大； 

2，扰动地形由于边界的摩擦效应会产生切变涡旋对于下游的波动进行

干扰，使得波动的形状不很清晰，被涡旋代替； 

3，由于没有采用先进的反演方式，对于波长的测量存在很大误差； 

4，水槽的半径一般为 30cm，而扰动源的尺度就有接近 10cm，这样就

很难精确探究扰动源位置对于激发出的 Rossby 波波长的影响，也就更无法

探究同一扰动源（位置确定）所激发出的 Rossby 波动在不同半径位置波长

的分布，就像图 29 到 32 所表现的那样，可以说半径分辨率很低。 

由于地球流体力学实验的种种局限性，我决定通过数值模式来模拟以

上现象。显然上述的 Rossby 波为正压波动，就可以通过将正压浅水方程通

过有限差分编程数值模式来对地形激发 Rossby 波动进行数值模拟。考虑到

建立模式的可行性以及总动能、总质量和总涡度拟能的守恒性，以及多次

数值积分的稳定性，本文采用了总质量、涡度拟能守恒的空间差分格式，

以及欧拉后插迭代的时间格式。这样物理过程简单的模式的优点主要就是

突出 Rossby 波动形成、传播和维持的主要物理特性，并且有着比实验理想

的条件：没有粘性、不存在边界摩擦、背景基流保持不变，并且可以对每

一圈进行离散功率谱分析。还有非常重要的一点模式还可以真正的改变科

氏力参数随半径的分布，从而比较行星  效应和地形  效应产生的波动有

何异同 

模式模拟了很多组实验： 

1，采用三棱柱形扰动地形，背景转速和角速度差采用

=0.6238rad/s，  =0.0063rad/s，采用 0.3m 和 0.25m 两种液面高度，在

r=0.17m、r=0.31m、r=0.42m、r=0.55m 的位置进行了 8 组实验 

2，再用改进过的对数山地地形，在 r=0.50m 的位置，采用 0.25m 和

0.20m 两种水深，背景转速为 =0.6238rad/s，角速度差分别采用 

=0.0063rad/s、0.0126rad/s、0.0189rad/s、0.0252rad/s 的条件下进行了 8 组

实验。 

3，将地形  效应改为行星  效应吗，在 =0.6238rad/s， 
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=0.0126rad/s 的条件下采用 0.25m 和 0.20m 两种液体深度，进行了 2 组实

验。在没有背景  效应时观察过山流的 1 组实验。 

综合实验现象对比文献结果，可以看到地形  效应可以模拟行星

Rossby 波动，虽然在波数随半径分布上微有差异但是整体的 Rossby 波动形

式是相同的。主要激发的波动以驻波为主而且地形类型和放置位置的选取

的改变不会影响波动的形式。实验和模式的设计都是成功的。 

 

我们对实验现象进行了进一步探究，得出了一些有趣的结论和猜想： 

1，背景基流通过扰动地形时，就会激发不同波长的 Rossby 波动，而

且主要的能量集中在驻波附近的波长上。Rossby 驻波主要是以群速的方式

传播且相速度为零，但是与此同时也激发了其他波长的波动，波长长于驻

波的波动群速相速传播的都更快，可以观察到有长波在顺时针传播（与群

速方向相反），在群速到达之前长于驻波的长波的群速先行到达，但产生的

波动并不显著。当群速到达时，波动能量显著提高，经过累积并且形成稳

定的驻波。 

2，另外要产生稳定的 Rossby 驻波地形扰动源必须自始至终的存在，

如果中途撤走扰动源，相应驻波能量就会向下游转移，上游振幅快速衰

减。同时考虑到 Rossby 波动本身就是频散波，模式本身也会出现波动串

级，随着时间进行，整体的波动频散是很可观的。  

3，地形 Rossb 驻波波数随半径分布与考虑到局地水深的理论值比较符

合，而与只考虑平均水深的  值计算的理论波数相差很大，另外在大于扰

动源所处的半径位置，其波数并不随理论值继续增长，存在“截断”效应。

可以通过柱坐标系下的波导公式推出理论上径向传播的最大波数的表达式

0

0
0

tan15
tan15

f

H r
m r







确定。表达式中的最大波数取决于扰动源位置的

Rossby 驻波波数，与图 29 到 32 观察到的现象是一致的。 

总的来说这篇本科论文锻炼了独立编写模式的能力。模式本身物理过

程和构架比较简单，但是能够达到进行上百万次的数值积分依然能够保持
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稳定，主要现象不发生能量串级，虚假波动的增长十分有限的结果并不是

一件容易的事情，需要不断的尝试改进。另一方面通过模式结果结合理论

公式更为直观的探究了 Rossby 波动的群速度，能量的传播等物理概念。由

于现象直观，本文作者对于这些概念有了更深刻的理解。不足的是本文所

提出的一些结论，需要只是初步的实验现象总结，理论上有可能并不完

备，另外在查阅文献的过程中相应的前人研究会有漏查的情况。但无论如

何，这篇论文是一次辛苦耕耘的过程，带给了我很多收获。 
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